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INTRODUCCION
Por experiencia diaria sabemos de la existencia de dos tipos de flujo.
Si observâmes la corriente de un rio,unas veces veremos que los objetos 
que arrastra en su superficie (ramas,hojas,etc) se mantienen siemprc 
a la misma distancia entre si y de las orillas.Otras veces en la su­
perficie aparecen vdrtices que arrastran,entremezcléndolos,a todos estor 
objetos.El primer tipo de flujo,que da una impresiôn de regularidad, 
se conoce como flujo laminar;el segundo,que da una impresiôn de irregula- 
ridad y desorden es conocido como turbulento.
El primer cientlfico que estudiô la turbulencia fué 0.Reynolds (1883)(1) 
Encontrô una forma de expresar esta diferencia caracterizando el flujo 
turbulento,frente al laminar,por una distorsiôn en la reflexiôn de la 
luz en la superficie libre del fluido y un aumento notable de la resis- 
tencia a fluir a traves de tubos.Mientras que en el régimen laminar la 
resistencia es proporcional a la velocidad,en régimen turbulento es 
aproximadamente proporcional a su cuadrado.Estas diferencias de 
comportamiento macroscôpico se relacionaron immediatamente con la 
presencia de fluctuaciones de velocidad.Por ejemplo,en el flujo laminar 
en un tubo,el vector velocidad en cualquier punto es paralelo al eje 
del tubo.Si el flujo es turbulento,la magnitud y la direcciôn de la 
velocidad fluctûan, incluso cuando la velocidad de salida del flujo y 
las condiciones de contorno son constantes en el tiempo.En un flujo la­
minar la difusiôn lateral de cantidad de movimiento y de entalpîa se 
debe completamente a efectos moleculares (viscosidad y conducciôn ter- 
mica) ,mientras que en un flujo turbulento la difusiôn se ve aumentada
por los movimientos en bloque del flujo.
Reynolds describîà el movimiento que tiene lugar en un flujo turbulen­
to como "slnuoso".El descubrimlento de que la turbulencia es un movi­
miento estocSstico se debe a Taylor (2),quien fué,ademSs,el primero 
en subrayar la importancia que tienen los segundos momentos estadîs- 
ticos de las fluctuaciones de velocidad.
En sus expérimentes en tubos,Reynolds encontrô que cuando un parSmetro 
que dependîa de la velocidad media del flujo,al que mas tarde se le ha 
llamado nûmero de Reynolds,excedla un valor de 12000,el flujo pasaba 
de ser laminar a comportarse como turbulento.En otros casos en que la 
existencia de movimiento en el fluido va asociado al gradients de un 
campo escalar,.el paso de régimen laminar al turbulento se produce al 
alcanzar un valor determinado un parSmetro que depends de este gradien­
ts (nümeros de Grashof ,de Rayleigh,de Prandtl,de Peclet,...).
La posibilidad de que al alcanzarse un clerto valor umbral para un para 
métro se pass de uno a otro régimen no qulere decir que esta transiciô 
esté en el origen de todo flujo turbulento.Hay flujos turbulentes "per 
se",que nunca han sldo laminares.Entre ellos se encuentran flujos muy 
complicados,como los de la atmôsfera o del ocêano,y otros muy senclllos 
creados en el laboratorlo,como son todos aquellos que resultan de poner 
en contacte dos fluldos que se mueven con distintas velocidades.
Una parte Importante de la investigaciôn sobre fluldos se dirige al 
estudlo del surglmiento de la turbulencia.Estos estudios sobre estabill 
dad de los reglmenes laminares han sido motivados en parte por la impor 
tancla prâctica que en algunos casos tiene el evitar la apariciôn de 
la turbulencia.Por ejemplo,la apariciôn de turbulencia en el transport 
de fluldos por tuberîas lleva consigo unos efectos disipativos,un aurne
del rozamiento y de la temperatura que a vecees suponen una pérdida con­
siderable de energîa.
Sln embargo existen casos,quizas menos conocidos,en que las caractérisai 
cas del régimen turbulento lo harîan preferible al laminar si pudiera 
ser predicho su comportamiento.Por ejemplo,en la refrigeracién de reacto 
res nucleares el empleo de gases présenta algunas ventajas sobre el 
de liquides,como son la de poder emplear gases quimicamente inertes <He 
o COg) y la ausencia de ceimbios de fase.Su principal inconveniente es 
que los coeficientes de transferencia de calor que se obtienen con ellos 
son menores que los obtenidos con liquides.Pero estos coeficientes de 
transferencia aumentarian enormemente si el flujo de gas fuera turbulen­
to en vez de laminar.Debido a esto se construyen en las paredes de los 
reactores refrigerados por gas unas irregularidades que favorecen la 
apariciôn de turbulencia.Si en este flujo turbulento aparece recircula- 
ciôn entre las irregularidades el poder réfrigérante disminuye.Por lo 
tanto,para optimizer el proceso séria necesario poder predecir el compor 
tamiento medio del flujo turbulento.
El movimiento de un fluido,tanto en régimen laminar como en el turbulen­
to,esté descrito por très ecuaciones:de continuidad,de transporte de 
momento y de convecciôn.Para un fluido newtoniano,neutre e incompresible 
estas ecuaciones sont
I-l 3Uj/3x^ = 0
1-2 3^u^ + "m^x “i -v?'"i = -*x.P
1-3 3^* + “ K?** = 0
m
donde u^ son las componentes de la velocidad,v es la viscosidad cinemâ- 
tica,p es la presiôn por unidad de densidad y un escalar transportado. 
En el caso de que este escalar sea la temperatura, x séria la difusivi-
dad térmica.Sl i(i es la concentraclôn de un soluto, k  séria la difusi- 
vldad molecular.
El régimen laminar viene dado por las soluciones obvias de estas ecuacio 
nés.Para algunos flujos,incluso relativamente compileados,estas solucio 
nés son conocidas.Sin embargo este conocimiento es solo para casos ais- 
lados.Debido al caracter no lineal de las ecuaciones,la solucién genera 
de las mismas con condiciones de contorno arbitrarlas no ha sido encon- 
trada afin.
Se ha discutido mucho como un movimiento descrito por ecuaciones deter- 
ministas como las anteriores,puede llegar a ser estocéstico.Estas ecua­
ciones parecen impllcar a primera vista que,una vez fijadas las condi­
ciones Iniciales y de contorno,el movimiento deberîa estar determinado 
para todo instante posterior.Se ha demostrado matemâticamente (3) que 
para valores de un pàrSmetro préxlmos a un valor umbral,estas ecuaciones 
de Navier-Stokes tienen un enorme poder de amplificacién.Esto significa 
que para dos conjuntos de condiciones iniciales muy préxlmos,las solu­
ciones correspondlentes dlvergen completamente al cabo de algûn tiempo. 
Para plantear correctamente el problema se necesitarîa una precisién 
submolecular en las condiciones iniciales que résulta imposible en 
la préctica.Hay que considerar sierapre el flujo como estocéstlco,desgl 
sando el campo de velocidades en un campo vectorial medio,definido corn
1-4 ü^(r,t) = 11m (1/T)Jg ds u^(r,s)
y un campo fluctuante cuyo valor medio es cero.Aceptando que se oumple 
en estos casos el teorema ergédlco,se demuestra que los valores medios 
résultantes de promedlar en el tiempo, , coinciden con los obtenidos 
promediando a un conjunto de Glbbs de reallzaciones del raismo flujo, 
<u^>,y ambos son independlentes del tiempo tg en que comienza la obser
5vacién.Igualmente el campo escalar de presiones se descompone en un 
campo medio y uno fluctuante, <p> y p' respectivamente. Llevando esta 
descomposiclôn a la ecuaciôn de Navier-Stokes para la velocidad,se ob­
tiens una ecuaciôn para el flujo medio que se conoce como ecuaciôn de 
Reynolds
1-5 3^<u.>+ (<u.>3 )<u.> + <(u!3 )u!> = vV’<u,>-V<p>t l  j X j 1 ] Xj 1 1
Aparecen aqui unas nuevas incognitas,los segundos momentos estadîsti- 
cos de las fluctuaciones de la velocidad, <u^Uj>,procedentes del térmi- 
no no lineal,y que son independlentes del valor medio <u>.
A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes es posible derivar una 
ecuaciôn para estas nuevas variables,pero,de forma similar a la anterior, 
aparecen en ella de nuevo otras variables independlentes,esta vez momen­
tos estadîsticos de tercer orden.Repitiendo el proceso encontramos una 
jerarqula de ecuaciones acopladas,cada vez mas complejas y con la 
diflcultad de que para resolver una de las ecuaciones de orden n hay 
que haber encontrado previamente la soluciôn de todas las de ordenes 
superiores.Este procedimiento directe carece de sentido al ser infinitas 
las ecuaciones de la jerarqula.El procedimiento que parece correcte 
es tratar de encontrar una forma de cerrar esta, es decir,de 
expresar las correlacionfes de ôrdenes superiores en funciôn de las 
de orden Inferior.
Si se supone isotropla y homogeneidad en el sistema fisico,las ecuacio­
nes de la jeraraqula se simplifican mucho,y es posible proponer cierres 
con significado fîsico inmediato.Por ello,este tipo de turbulencia ha 
sido objeto de muchos estudios desde que comenzô el interés por el 
problema,a pesar de ser un flujo que no existe en la prâctica salvo en 
algunas condiciones muy particulares y adn asî solo como idealizaciôn.
Podemos considerar como turbulencia homogénea e isôtropa,localmente, 
la atmosférica a pequena escala.y en el laboratorio,el flujo detrSs
de una rejilia en el tunel aerodinSmico.
Estudiando este tipo de turbulencia se han encontrado relaciones de 
gran generalidad,como son las hipfitesis de similaridad de Kolmogorov- 
Obhukov (4) y la teorîa de invariantes.Las hipôtesis de similaridad 
prescriben una dependencia funcional para el espectro (relacionado con 
las transformadas de Fourier de los segundos momentos de las veloci­
dades) que,para el rango Inercial ( ndmero de onda k pequeno),es de 
la forma k ^'^^.Esta dependencia se ha comprobado experimentalmente, 
y constltuye un test de validez para cualquier teorîa de la turbulenci 
Los Invariantes son soluciones de una ecuaciôn de invariancia derivad 
de la de los segundos momentos (Howarth-vonKarman) y permiten abordar
el problema de las condiciones iniciales.
Sln embargo,los flujos que aparecen en la realidad,que Interesan al 
lngeniero,al meteorôlogo,al oceanôgrafo o al quîmico,no son ni homoge- 
neos ni isôtropos.La segunda ecuaciôn de la jerarqula es muy complicad 
para ellos y para proponer un cierre con sentido hay que hacer aproxi- 
raaciones que permitan simplificar.Asî,se han propuesto cierres partie 
lares para algunos flujos senclllos,y se ha intentado su extrapolaciô 
a otros mas complicados por ajuste de constantes:son los llamados mode 
semiempîricos.El primer modelo de estos,propuesto por Boussinesq en 
1887,era un modelo muy sencillo,de una sola ecuaciôn.Con el desarroll 
de las computadoras se han propuesto modelos mas complètes,de dos y 
hasta de très ecuaciones.Recientemente,Launder,Reece y Rodl (5) han 
propuesto un modelo de très ecuaciones,vSlido para trece tipos distint 
de flujo,que parece estar prôximo a una descripciôn correcta de la re 
lidad flsica para estos tipos de flujo.
Se han propuesto un conjunto de teorîas para cerrar la jerarqula de ecua 
clones de la turbulencia, homogénea e isôtropa utilizando hipôtesis mate 
mSticas que pueden formularse de forma exacta.Entre ellas se distingucn 
las analîticas y las funcionales.i.as teorîas funcionales (Hopf,Edwards, 
etc) obtienen una ecuaciôn para el funcional caracterîstico de la dis- 
trlbuciôn de probabilldad a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes. 
Esta ecuaciôn contiene derivadas funcionales y por ello es por ahora 
irresoluble.Entre las teorîas analîticas estan la hipôtesis de cuasi 
normalidad de Millionshintkhov,el desarrollo del campo fluctuante en 
serie de polinomlos de Wiener y la aproximaciôn de interacciôn directa 
de Kraichnan (DIA)(6,7,..,15)
La DIA parte de la ecuaciôn de Navier-Stokes y de la asociada para la 
funciôn de Green,a la que llama funciôn de respuesta infinitesimal.Si 
la velocidad fluctuante y la funciôn de respuesta infinitesimal se desa 
rrollan en serie,se obtlene un conjunto de ecuaciones a partir de las 
dos anteriores.El cierre se realiza considerando la primera aproximaciôn 
a las funciones como las funciones exactas.En la secciôn 2 de esta me­
moria se ha detallado esta deduceiôn,asi como la aplicaciôn de la DIA 
a flujos homogéneos e isôtropos.
Pese a que no es posible dar una justificaciôn matemStica al procedimien
to empleado para el cierre (se trunca una serie cuyo parSmetro es de
orden de la unidad),el hecho de ser autoconsistente y la posibilidad de
poder calculer con ella,hacen que la DIA se considéré como la raSs prome-
tedora de las teorîas analîticas.Ya en sus primeros trabajos derivo
Kraichnan un valor para la constante de Kolmogorov muy prôximo al valor
experimental.Sin embargo la dependencia funcional del espectro predicha
fué de k ^^^,en desacuerdo con la obtenida por Kolmogorov y Obhukov em-
-5/3pleando las leyes de similaridad.Cuando la dependencia k se compro-
b6 experimentalmente (16),se hizo évidente,analizando los cSlculos re 
lizados,que el error se debîa al mêtodo empleado por Kraichnan para e 
minar una divergencia que aparecîa como consecuencia de la utilizaciô 
de funciones de Green.
Reflexionando sobre ella,Kraichnan encontrô que la DIA,propuesta a part 
de una descripciôn euleriana era solo vSlida para nümeros de Reynolds 
suficientemente altos como para que la turbulencia se hubiera desarroll 
do completamente (la DIA,como la roayorîa de las teorîas analîticas,no 
es vSlida para la transiciôn del régimen laminar al turbulento).Pero s 
el nûmero de Reynolds excedîa de un valor determinado se precisaba una 
teorîa que fuese Invariante bajo transformaciones de Galileo.Resucitô 
asî una idea formulada ya por Taylor en 1921;la necesidad de una des­
cripciôn lagrangiana del flujo.Asî nacieron las teorîas lagrangianas d 
Interacciôn directa (ALI y LHDI).
Sln recurrira una descripciôn lagrangiana,Leslie (17) ha propuesto una 
forma de suprimir la divergencia,con la que el espectro obtenido para 
turbulencia homogénea e isôtropa coincide con el de Kolmogorov. 
Paralelamente a la apariciôn de la DIA,en parte debido al desarrollo 
de grandes ordenadores cada vez mâs potentes,se iniciaron estudios par 
resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos tu 
bulentos homogéneos e isôtropos.Se suponîan conjuntos dlstlntos de co 
diciones iniciales,promediando luego todas las soluciones obtenidas.E 
tos câlculos,debidos a Orszag (18,19) se conocen como simulaciôn espe 
tral directa (DSS).Kraichnan modified tambien su teorîa para adecuarl 
al célculo numérico.La complejldad de las ecuaciones y el hecho de q 
sean tridlmensionales,hacen que estos câlculos solo hayan podido ser 
abordados por los grandes ordenadores CDC del National Center for
Athmospheric Research,Boulder,Colorado.
Entre los resultados de estos câlculos obtenidos a partir de la DIA 
y los de la DSS se observa buen acuerdo,aungue en algunos casos apare­
cen resultados sin sentido fîsico,atribuibles,especialmente en la DSS, 
a fallos de los algoritmos utilizados,enormemente complejos.Si esto ocu 
rre con la turbulencia homogénea e isôtropa,parece que la utilizaciôn 
de ambos métodos en un estudlo de flujos reales,en los que debido a las 
condiciones de contorno no se puede pasar al espacio de nümeros de onda, 
serâ enormemente dificil.
El siguiente objetivo despues de la turbulencia homogénea e isôtropa 
fué un flujo homogêneo con simetrîa axial.Tal flujo no existe,aunque 
puede considerarse como una buena idealizaciôn del que aparece cerca de 
la rejilla,pero lejos de las paredes,en el tunel aerodinâmico.Schumann 
y Herring (20) han efectuado un câlculo para este flujo utilizando la 
DSS y la DIA modificada y encontrado un valor para una constante del 
térraino de redistribueiôn,(térmlno que Incluye la presiôn), que coincide 
con el valor ajustado por Rotta (21) en su modelo semiempîrico.
En Septiembre de 1976 tuvo lugar un encuentro en el que los principales 
investigadores en este campo discutieron con Leslie (Queen Mary College) 
y Herring (NCAR) cômo se podîa aplicar la DIA a los flujos reales (22). 
Se habia seleccionado previamente dos flujos como los mas idôneos:el 
flujo en un canal de lados paralelos infinites y la convecciôn natural 
entre plaças paralelas tambien infinitas.Son los dos flujos reales mas 
senclllos con condiciones de contorno fijas y se han venido utilizando 
para ajuster las constantes de los modelos semiempiricos.
En una simulaciôn numérica,la convecciôn natural tiene la ventaja de 
poder considerarse,debido a su simetrîa,como plana,mientras que en el 
canal,en principio,hay que considerar tridimensionalidad.(Existe,sin
embargo la evldencia experimental de que las dos direcciones ortogo- 
nales a la del flujo medjlo son équivalentes).Por otra parte en el cana 
hay que resolver solamente las ecuaciones para la velocidad,roientras 
que en la convecciôn hay que resolver una ecuaciôn adicional para la 
temperatura.
La importancia prâctica de la convecciôn es sin duda mucho mayor,pero 
el canal tiene un flujo medio conocido,lo que no ocurre para aquêlla,y 
ademâs,debido a la enorme diflcultad que implica utilizer sondas térmi- 
cas no perturbativas,existe muchà m3s informaciôn experimental con la 
que poder comparer nuestros cSlculos para el canal. '
En la discusiôn se evidenciaron dos posturas.Por un lado,el equipo del 
NACR era partidario de esperar para atacar el problema a la apariciôn 
de los nuevos ordenadores vectorlales que se prevelan para la dêcada 
de los 80,mlentras que el equipo del QMC era partidario de atacar el 
problema con los ordenadores disponibles,aunque el cSlculo fuera sôlo 
aproximado.Segün Leslie se trataba de poder comparar con los experimen- 
tos.
Se discutiô en qué condiciones podria ser utilizada la DIA para el 
câlculo en el caso del canal.Se ha comprobado que la DIA funciona bien 
entre nümeros de Reynolds turbulentes Re^ mayores que 50 e inferiores 
a 500.(El n®de Reynolds turbulento se define como Re^ = ( 4 E * / v e ) ), 
lo que corresponde a nümeros de Reynolds entre 10^ y 10®.Para Re supe­
riores se ha comprobado que es preciso utilizer descripciones lagrangia 
nas.Una estimaclôn sobre el nûmero de puntos de câlculo précisés para 
slmular toda la estructura de la turbulencia en estas condiciones diô 
un valor de 24.10®.Ante esta clfra,Leslie arguyô que Incluso empleando 
la nueva generaciôn de operadores vectorlales,una aproximaciôn séria 
necesaria.
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No hubo acuerdo entre los dos grupos,y el equipo de QMC decidiô ini- 
ciar un conjunto de calc.ulos aproximados para la turbulencia del canal.
A consecuencia de esta decisiôn se iniciô un trabajo en el que se si- 
mulaba la estructura de la turbulencia.Al ser esta simulaciôn imposi­
ble para todos los ôrdenes de longitud que intervienen en la cascada 
de vôrticesjla simulaciôn se limitô a los ranges de producciôn e iner­
cial.Por ello,cuando la energîa pasaba a los términos en que dominaban 
distancias inferiores a una dada, era sustraîda mediante un algoritmo. 
El resultado de este trabajo fué una simulaciôn,en la que aparecîan lî 
neas cerradas,anâlogas a los vôrtices,que se iban creando y deformando 
a lo largo del canal,y que parecen corresponder bastante bien a la es­
tructura grande e inercial de la turbulencia,pero que en ningûn caso 
permiten una comparaciôn cuantitativa con resultados expérimentales.
En un trabajo publicado en 1973 ,Leslie proponîa otra vîa para inten­
ta r aplicar la DIA a.los flujos reales.Se trataba de abordar un câlculo 
analîtico en una regiôn del canal en que pudiera prescindirse de algu- 
no de los términos que aparecîan en las ecuaciones de los flujos con 
clzalla.Esto ocurre en una zona prôxima aunque no immediata a la pared 
del canal,conocida como regiôn inercial o capa logarîtmica.En esta zo­
na el flujo medio tiene una forma sencilla,que es universal y 
que ademâs se pudo predecir teoricamente a partir de consideraciones 
dimensionales.Experimentalmente se ha comprobado que,como su nombre in­
dice,en ella la producciôn y disipaciôn de la energîa turbulents son 
poco importantes frente al transporte inercial.Leslie proponîa en esta 
regiôn unas ecuaciones en las que se prescindîa del têrmino en que in- 
terviene la viscosidad.Las dificultades inherentes al câlculo propuesto 
eran de très tipos.Uno se debîa a la forma Integrodiferencial de las 
ecuaciones.La segunda diflcultad consistîa en cômo imponer condiciones
1Iniciales ,puesto que la DIA es vâlida sôlo para un flujo turbulento 
completamente desarroll^do.La tercera se referîa a las condiciones de 
contorno a imponer a un flujo definido asintoticamente.
La estructura matemStica de las ecuaciones para las correlaciones 
y la funciôn de respuesta infinitesimal propuestas por Leslie para est 
flujo se puede escribir en forma abreviada como
1-6 A(x,x*) + /B(x,y)C(xJy)d^y = ô(x-x')
donde A(x,x’) représenta al término 9^0 + P(V)(UQ)' mientras que el se- 
gundo sumando incluye la expresiôn por la que se sustituyen las corre- 
laciones triples en la DIA.El procedimiento habituai para intentar 
resolver una ecuaciôn integrodiferencial es buscar una representaciôn 
en la que sean diagonales las très funciones A,B y C.Si es un con- 
junto de funciones que forman una base de esta representaciôn( para 
lo cual deben ser siroultaneamente funciones propias de los operadores 
A,ByC),se puede escribir:
1-7 A(x,x')=E
con lo cual la ecuaciôn 1-6 se reduce a;
■ V  ®n^n=l
Para un flujo homogêneo ,las son las funciones de Fourier,exp(ikx) 
La transformaciôn a realizar en ese caso es la compleja de Fourier,y 
convierte los operadores diferenciales e intégrales en operadores de 
multiplicaciôn.Cuando no hay homogeneidad tal transformaciôn no es po­
sible.Las funciones exp(ikx) ho son funciones propias del operador 
P(V),ya que cuando no hay homogeneidad nos encontramos con un operador 
integro-diferencial en vez de con un operador diferencial.La transfor- 
mada compleja de Fourier,por otra parte,es posible sôlo en las dos di­
recciones en que las dimensiones del canal son infinitas,mientras que 
en la direcciôn transversal al flujo en la que el canal tiene dimensio
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nés finitas habria que realizar un desarrollo en serie de Fourier 
que no nos transformarîa el operador integral en multiplicativo.
Un desarrollo tomando como base las funciones D(x,y),: funciones de 
Green en la ecuaciôn de la presiôn,que resultan ser un producto de 
senos y cosenos(vease apéndice 1),parece apropiado porque diagona- 
lizarîa el operador P(V),pero no conseguirîa diagonalizar las funcio­
nes que se encuentran bajo el signo de integraciôn.Les3ie investigô 
tambiên el resultado de desarrollar en serie de polinomios,lo que 
corresponderîa a una transformaciôn de Mellin,ya que ésta se define:
1-7 f (n) =|ÇxP''^ f (x)dx
El desarrollo intentado no fué tampoco adecuado.
Cuando inicié el estudio de este problema (1975) me pareciô évidente 
que dichas funciones no existîan,aunque me fué imposible encontrar en 
bibliografîa matemStica un teoréma para estos operadores en uno u otro 
sentido.Elegf entonces otro enfoque para intentar su resoluciôn.Si te- 
nemos en cuenta que Leslie,para simplificar las ecuaciones utiliza in­
formaciôn experimental sobre los términos de la ecuaciôn de la ener 
gîa,roe pareciô que esta informaciôn podîa utilizarse no solo para des- 
preciar el término de disipaciôn,sino para tener en cuenta el orden de 
magnitud relative de los restantes términos.En la secciôn 3 de esta 
memoria se ha resumido dicha informaciôn.Con ella parece razonable in­
tentar para 1-6 un procedimiento iterative,puesto que el término inte­
gral en la regiôn inercial se puede considerar pequeno.En el apén­
dice 1 se estudia el operador P(V) y en la secciôn 4 se discute su 
aproximaciôn por un operador diferencial.
En la secciôn 4 de esta memoria se resuelven las ecuaciones para las 
correlaciones y la funciôn de respuesta infinitesimal hasta la prime­
ra iteraciôn.Las funciones que resultan de nuestros câlculos se compa-
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ran con los expérimentales disponibles,aunque estos solo llegan al li­
mite de la capa logaritmica con la regiôn central del canal.
Por ûltimo en la secciôn 5 calculâmes el espectro de este flujo,segûn 
la definiciôn de Leslie.Haciendo una hipôtesis de forma espectral inva­
riante calculâmes algunas funciones universales para el rango inercial.
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LA A P R O X I M A C I O N  DE INTERACCION DIRECTA
La teorîa de la turbulencia conocida como "Aproximaciôn de Interacciôn 
Directa" o DIA,debida a R.J.Kraichnan,ha sido expuesta por este en una 
serie de articules que van desde 1958 hasta el présente.De uno a otro de 
estos trabajos se modifica la formulaciôn y se rectifican algunos puntos. 
De la proposiciôn de una teorîa basada en una descripciôn euleriana del 
flujo como es la DIA en su formulaciôn original,se pasa a proponer la ne­
cesidad de una descripciôn lagrangiana.La DIA debe ser reformulada dentro 
de este marco,y aparecen la LHDI (Lagrangian History Direct Interaction) 
y la ALI (Abridged Lagrangian Interaction).Nosotros haremos en lo que si­
gne una exposiciôn sucinta de la DIA siguiendo el enfoque expuesto por 
D.C.Leslie (17 ).
Existen tambien diverses justificaciones de la DIA y anSlisis sobre sus 
hipôtesis entre los que destaca por su completitud y generalidad el de 
Martin et ai. (24), en el que,utilizando la jerarquîa de ecuaciones obteni- 
das mediante un tratsuiiiento estadîstico iterative de la ecuaciôn de trans­
porte de momento,realizando una transformaciôn de contacte y tomando hasta 
el segundo orden en el desarrollo en serie,se obtienen las ecuaciones de 
Kraichnan.Sin embargo es suficiente para nuestras necesidades el exponer 
aquî la justificaciôn menos exhaustiva aunque correcta dada por Wyld en 
su ya clâsico artîculo (25).
Como las ecuaciones a partir de las que se formula la DIA son las corres- 
pondientes al caso homogêneo e is6tropo,es preciso deducir estas a partir 
de las ecuaciones générales de movimiento de fluidos.
1,-TURBULENCIA HOMOGÉNEA E ISÔTROPA
Homogeneidad implica uniformidad en el espacio.En un campo de veloci-
dades homogêneo las correlaciones (r)=<u^(x)u^(x+r)> entre componen 
tes de velocidad en los puntos x y x+r son solamente funciôn de r.Los 
valores medios estadîsticos,como la energîa total turbulenta Eg=
=(1/2)<u^(x)u^(x)> permanecen constantes al desplazarnos en el espacio 
La isotropîa équivale a imponer la invariancia frente a rotaciones.No 
habrS ninguna direcciôn privilegiada y por tanto la velocidad media en 
un Ccunpo de velocidades(fluctuantes) isôtropo debe ser cero.
Partimos de las ecuaciones de continuidad y transporte de momento para 
un fluido incompresible:
II-l (9u^/3x^) = 0
II-2 (9u^/3t) + - v7*u^ = -(3p/3x^)
donde hemos dividido por la densidad p.u^ y u^ son las componentes i y 
m-esimas de la velocidad,v es la viscosidad cinemStica,de dimensiones 
L*T~*. p es el cociente entre la presiôn y la densidad y V* es el oper 
dor de Laplace.
Utilizando II-l podemos escribir II-2 como
II-3 (3u^/3t) + 0(u^ Uj^ )/3Xjj^ ) - v7’u^ = - (3p/3x^) .
Tomando la divergencia de esta ecuaciôn y utilizando de nuevo I-l obte 
nemos para la presiôn: *
II-4 p =  (1/7*) (3* (Uj^ u^ )/3x^3Xj^)
donde (1/7*) es el operador inverso al operador de Laplace.Mediante II 
4 puede eliminarse de II-3 la presiôn y obtener una ecuaciôn en la que 
solo aparezcan las velocidades:
II-5 (3u^/3t) - V7*u^ = -(l/2)P^jjj^(7) (u^u^)
donde
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II-® \ m ]
II-7 Pij(V) = - V-^ 0/3Xj^3Xj) .
La ecuaciôn II-5 es una ecuaciôn diferencial no lineal.Como nos limi- 
tamos al caso homogêneo podemos pasar al espacio de nümeros de onda me- 
diante una transformaciôn de Fourier.Los operadores diferenciales en 
el espacio de configuraciôn pasan a operadores de multiplicaciôn y el 
problema se simplifica mucho.
Al considerar la turbulencia homogénea e isôtropa el campo de velocida­
des debe extenderse hasta el infinito.Para ello supondremos primero el 
campo turbulento encerrado en una caja de dimensiones Uj^.a^.a^ con con­
diciones ciclicas de contorno.Definimos la transformaciôn de Fourier 
como
II-8 u.(x) = (2ir) * (a.a_a.,) ^u . (ic) exp( ikx)
3 1 J 3
donde k es un vector de onda de la forma (2nkj^ /aj^ , 2irk2/a2, Zitk^ /a^ ) 
con k^ nümeros enteros.Al hacer crecer los lados a^ de la caja hacia 
Infinite encontramos la forma standard:
II-9 Uj(x) = /d*k u j (ic) exp ( iicx)
y la transformaciôn inversa:
11-10 Uj (ic) = (2TT)~’/d*x u j (ic) exp (-ticx) .
La ecuaciôn II-5 se convierte mediante esta transformaciôn en la 11-12 
escrita a continuaciôn en la que aparece,i) un têrmino de evoluciôn,ii) 
un término lineal que contiene la viscosidad, iii) un término no lineal. 
Mientras que en la transformaciôn el têrmino de evoluciôn no cambia de 
forma,el operador laplaciano se convierte en un factor k* y el término
no lineal tiene la siguiente forma
(2 exp(-i^)u (x)Ujj^(x) =n u.(p)t^ (r) ----)|^*x exp(-f (k-(^r) )x) =
pr (=1^ 2=3)'
donde 65» ■* ->■ es una delta de Kronecker.Al hacer tender V hacia infini- K f p+r
to la expresiôn anterior se convierte en 
11-11 f/d*p d ’r Uj (p)Uj^ (r) 6 ()c-(p+r) )
donde ahora 6 (k-(p+r)) es una distribuciôn tridimensional de Dirac.
La ecuaciôn II-5 pasa a ser 
11-12 (d^ + vk*)u^(jc) =
&
donde escrlbimos simbôlicamente 11-11 utilizando J y donde es el
operador multiplicativo
11-13
II-14 Pljm(k) = Vi j < ^ >  + kjPim(G)
11-15 Pij(%) = - (k^kj/k*)
donde hemos utilizado el simbolo i para denotar la unidad imaginaria
y evitar confusiones con Ips subindices i.
La ecuaciôn 11-12 no puede describlr un movimiento turbulento estacio- 
nario,ya que al ser nula la velocidad media no existe ningûn término que 
produzca la energîa disipada por la viscosidad.Para que esta ecuaciôn 
pueda representar un movimiento estacionarlo es preciso introducir una 
fuerza ficticia que represents acciones exteriores sobre el flujo y cuyo 
caracter responde tambien a la irrealidad de las condiciones de homoge­
neidad e isotropîa impuestas.
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En la bibliografîa inglesa, se suele denominar "stirring force" a esta
fuerza f^(k),que tiene un caracter estocSstico.Incluyéndola en nuestras
consideraciones la ecuaciôn 11-12 pasa a ser
A
11-16 (d^ + uk*)u^(ic) = I" ^ (P) + f^(K).
A - -
El simbolo  ^ indica que los modos de nûmero de onda p y r interaccionan
para extraer o introducir energîa en el modo k solo si se cumple la con-
diciôn îc = p + r.
Se definen las correlaciones o momentos estadîsticos de segundo orden 
entre componentes de la velocidad como:
11-17 Q^j(ïc,t-t') = <u^ (k, t)Uj (-k, t ' ) >
donde estamos suponiendo estacionareidad al escribir que la dependencia
temporal es solo a través de la diferencia de tiempos.
Obtenemos una ecuaciôn para los segundos momentos multiplicande 11-16 
escrita para u^ (ïc,t) por u^(-k,t') y haciendo el proraedio a un con jun­
to canônico de Gibbs:
^ A
11-18 {dj.+vk*)Q^ (k,t-t')= M^ j^ (ic)J<Uj(p,t)i:^ {r,t)u^ (-k,t')> + <f^(k,t)u^(-k,t’>.
Esta ecuaciôn debe ser satisfecha por las correlaciones entre componen­
tes de la velocidad en todo campo de velocidades turbulento y homogêneo. 
La isotropîa se expresa por la condiciôn:
11-19 Oij(%,t-t') = Pj_^(k)0(k,t-t' )
donde Q(k,t-t') es una funciôn escalar del môdulo del vector k.
El têrmino no lineal (el primero del segundo mierabro) de la ecuaciôn 
11-16 no puede crear ni destruir energîa.Este têrmino représenta un 
transporte de energîa de un lugar a otro en el espacio de’configuraciones 
o entre modos de distinto nûmero de onda en el espacio de Fourier,por lo 
que se le suele denominar término de transferencia inercial.Kolmogorov
postulé en 1941 ( 4 ) que esta transferencia es un fenômeno local consid 
rando muy pequena la probabilidad de transferencia de energîa entre nûm 
ros de onda muy distantes.De acuerdo con esto dividiô el espectro de ene 
gias en très rangos:
1)Rango de producciôn.-Numéros de onda muy pequenos,del tamano del inver 
so de la.longitud caracterîstica del problema (p.ej. diametro del canal 
en el que se produce el flujo,diametro de la rendija en el caso de un 
chorro,etc).
2)Rango de disipaciôn.-En él se disipa la energîa mecânica en térmica. 
Nümeros muy altos de onda,del orden del inverso de la longitud caracte- 
ristica del rango definida por
Ig = (v*/e)A 
e représenta la energîa disipada y se define como
c = /d’k 2vk*0 (k,0).
3)Rango inercial.-Nümeros de onda altos frente a los del rango de pro­
ducciôn y bajos frente a los del rango de disipaciôn.En este rango se 
transporta la energîa entre los otros dos.
Si el postulado de Kolmogorov es correcto estos rangos interaccionan 
poco entra sî.Por consiguiente la forma del espectro de energîa en el 
rango inercial se verâ afectada muy poco por la forma en que esta ener­
gîa es producida.Este espectro de energîa E(k) se define a partir de:
E = /gôk 2vk* 4nk*Q(k,0) = /gdk E(k) 2vk*
En un campo estacionario la produccion debe contrarrestar el efecto de 
la disipaciôn.Para la turbulencia homogénea e isôtropa el espectro en lo 
rangos inercial y de» disipaciôn debe depender solamente de e y v.Por co 
sideraciones dimensionales Kolmogorov llego a la conclusiôn de que la
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forma de E(k) debe sert
E(k) = g(\,^ e~ k)e/’ k' %  
donde g es una funciôn arbitraria de sus argumentes.
En el range puramente inercial,cerne el efecto de la viscosidad es muy
pegueno,E(k) debe venir dade per
E(k) = Ke k“ %
dende la constante Ke = g(0) se cenece cerne constante de Kolmogorov.
Se suele llamar ley de les 5/3 a la dependencia en k del espectro.Esta 
ley se cemprebd experimentalmente entre les anes 50-60 y les valores da­
dos para Ko estan alrededer de 1.44 (16).
Toda teerla de la turbulencla debe predecir para la turbulencia homegd-
nea e Isûtrepa un espectre que en el range inercial satisfaga una depen­
dencia en k corne k y suministrar un valor para Ko prôximo al valor
dade m^s arriba.
2.-LA APROXIMAC ION DE INTERACCION DIRECTA
Sea un conjunto de infinites sistemas iguales (cenjunte candnico de Gibbs) 
en cada une de les cuales se ha eriginade un movimiento turbulente homo- 
gënee e isôtropo.Sea u^ el campe de velecidades en une cualquiera de les 
sistemas y f^  la fuerza de agitaciôn que en ese sistema erigina el movi­
miento.Este campe u^ debe satisfacer la ecuaciôn 11-16.
Sea una perturbaciân 6f^ de la fuerza de agitaciôn f q u e  prevoca una 
medificaciôn 6u^ en el campe de velecidades . La ecuaciôn de movimiento 
es en este case
( dj,+vk/) (u^ (k,t)+6u^ (ic,t))=M^ jj^ ()<)f(Uj(p,t)+5Uj(p,t)) (ii^ (r,t)+6u^ (r,t) ) + f^ (k,t)+6f^ (k,t) 
Si sustraemes de esta ecuaciôn la 11-16 obtenemes la siguiente ecuaciôn
para la modificaciôn de l,a velocidad:
A ^6
11-20 (d^ +vk^ )6u^ (k,t)-2M_^ (it)5|uj(p,t)(5Uu^ (r,t)-f4y^ (it)5|i5u^ (p,t)6u^ (r,t) = 6f^ (ïc,t
y suponlendo que la modificaciôn ôu^(k,t) es pequena^se puede prescind! 
del tercer sumando quedando la ecuaciôn:
11-21 (d^+vk') 6u^ -2Mj^ j^ (i^ ) ^ Uj (p,t) 6u^(r ,t) = 6f^(îï,t)~
Al mismo tiempo podemos expresar 6u^(k,t) como una respuesta del sistem
a la perturbaciôn de la fuerza de agitaciôn en la forma
11-22 6u, (%,t) = f*'dt'G. (k,t-f)6f„(k,f)A «“Oo j.ii n
donde G^^(k,t) es la funciôn de Green compléta asociada a la ecuaciôn 
11-21 que a su vez debe satisfacer:
(dj.+vk*)G^ (k,t,t')-2M^ jj„(k)fuj(k,t)G^ (k,t,t') = 6^S(t-f) t>f
Gjj(k,t,t') = 0 t<f
Si suponemos un campo turbulente hemegênee e isôtrepe que ademSs sea 
estacionario,podemos escribir = G^^(k,t-t’).En la apreximaciôn de
interacciôn directa se cenece a G^^ como el tenser de respuesta infini­
tesimal.Cada une de les infinités sistemas que cempenen el conjunte de 
Gibbs debe presenter una respuesta diferente a la perturbaciôn de la 
fuerza de agitaciôn y per*le tante el valer que en cada sistema tema G^ 
debe ser a su vez distinte en unes sistemas y en otres.G^^ es pues una 
cantidad estecSstlca y nesotres varaes a utilizar su premedio G^^= 
<G^n^l^»t-t') > realizado en el conjunte canônice.
Si en 11-23 hacemes nule el tercer têrmine del primer miembre,tenemes 
una ecuaciôn para la funciôn de Green del problema lineal aseciado a II 
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11-24 Gi°)(%,t-t') = 6^j^exp(-vkMt-t')) t>f
23
(k,t-t')-= 0 t<t'
recibe el nombre de tensor viscoso,ya que al desaparecer el térmi- 
no no lineal la dependencia en el tiempo es funciôn solamente de la vis­
cosidad.Como los Ccunpos ligados a la velocidad en un fluido incompresi- 
ble deben satisfacer la ecuaciôn de continuidad con densidad constante, 
hay que exigir que sea solenoidal,por lo que la dependencia en k
debe modificarse y venir dada por:
11-25 cj^^NKrt-t’) - P^^(k) exp(-vk^ (t-f ) ) t>t'
(ic,t-t’ ) = 0 t<t' .
La funciôn es estadîsticamente determinada ("sharp") ya que puede
escribirse
<g |°’(k,t-t')> = GjO)(k,t-t').
Las ecuaciones 11-16 para el campo de velocidades y 11-23 para el tensor 
de respuesta infinitesimal son ecuaciones integrodiferenciales.En estos 
momentos,la unica forma de tratar estas ecuaciones es buscar una solu- 
ciôn aproximada mediante un desarrollo en serie de potencias de pa-
râmetros.Debido al caracter no lineal de las ecuaciones^estas series se 
convierten en jerarquîas de infinitas ecuaciones acopladas,por lo que 
se dice que las ecuaciones anteriores tienen una dimensionalidad infini- 
ta.
A partir de 11-16 y de 11-23,Kraichnan dériva un conjunto de ecuaciones 
para el campo de velocidades y para el tensor de respuesta infinitesi­
mal ,asociando un parSmetro al tërmino no lineal y desarrollando en serie 
de potencias de este parâmetro los campos anteriores segûn el siguiente 
esquema:
11-26 (dj.+vk^)u^(k,t)=EM^^^(k) (p,t)u^(r,t) + f^(k,t)
à
11-27 (d^+vk")G^^(kt-f )= 2eM. jj„(k)Xu^ (p,t)G^j^(?,t-f ) + (Ik) 6 (t-f )
11-28 uu(&,t) =u|^\k,t) + EU^^(kft) + 0(E*)
11-29 G^^(&,t-t') = G|®'(ic,t-f ) +EG^^^k,t-t') + O(E')
Substituyendo ahora 11-28 en 11-26 e igualando términos de Igual orde 
en E se obtiene un conjunto de infinitas ecuaciones de las que las do 
primeras son:
(d^+vk')ur'(k,t) = f^(R,t)
(d^+vk')uj^\k,t) = 5|u*®\p,t)u^ |J||(r,t) .
De igual modo,sustituyendo 11-29 en 11-27 obtenemos para el tensor re 
puesta:
11-32 (d^.+vk’)G|°\K,t-f) = P^^(&)6(t-t')
11-33 (d^.+vk^ô|JU,t-t') = 2M^^|^(iî)fuj(?,t)Gj^^(?,t-t')
La ecuaciôn 11-32 ha sido vista ya.Su soluciôn es el tensor de respue 
ta viscoBo.
Procedemos ahora a realizar los promedios al conjunto can6ni<co de sis
temas utilizando las siguientes hipôtesis;
H-1.- uj^^tiene una funciôn de distribuciôn de probabilidad gaussiana 
centrada en cero,lo que implica suponer esta misroa distribue iôn para 
la fuerza de agitaciôn f^.Esta es una restricciôn bastante f'uerte sob 
los posibles tipos de funciones de agitaciôn.
H-2.-A pesar de ser e realmente igual a la unidad,truncamos las serie
a partir de los términos de segundo orden en E,suponiendo peiquenos lo 
errores asî introducidos.
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H-3.-ES posible despreciar los términos de orden e* y superiores y al 
mismo tiempo hacer en el segundo sumando g = 1,G^*^^= G, y Q.
La ecuaciôn résultante es la ecuaciôn que da la DIA para el tensor de 
respuesta infinitesimal;
11-38 (dj.+vk*)G^ (k,t-t') =
= ^ i I  A " G m s t - t " )Mgab(^)Qja*P'^-t")G ^ (it,t"-t' ) + P.^ (k) 6 (t-f )
Para obtener la ecuaciôn de la DIA para las correlaciones procederemos
de forma anéloga.Partiendo de 11-27 , multiplicando esta ecuaciôn por
Uj(-k,t') y proraediando al conjunto canônico obtenemos:
û
(d^ +vk*)<u^  (k,t)u^(-f,t)>=eM^^(îc) J|<Ug(p,t)U|^ (r,t)u^ (-)c,tf) >+<f^ (îc,t)u^ (-)i,e)>
y desarrollando el término no lineal;
<Ug(p,t)i^ (r,t)Uj(-ic,t')> - <Ug°^ p,t)u^ *^ |r,t)Uj°^ -k,t')>+c<u^ *^(p,t)u^ *(r,t)Jf\-k,t')> -*
+ dos términos anâlogos + d(e^ )
Segûn la hipôtesis H-l,el primer término se anula.Para los restantes 
podemos expresar u^^^ en funciôn de u^®^ utilizando la ecuaciôn 11-31:
(-5,f) = - j^dt" g]®’ (iî,t’-t")M^()^)f u^ )^ (3,t")uj°) (î,t")
de forma que sustituyendo en la expesiôn correspondiente
t)r\{^ °)(r, t) u^ )(-)^ ,t' ) > = -ï/*'^ dt"G]°’(J,e-tf')M^(k) <u^\p, t) rjj(?, t)r£>(S, f ) uj^ ( W'
y teniendo en cuenta que la distribuciôn de probabilidad para u^^^ es 
gaussiana por la hipôtesis H-1,podemos descomponer los momentos de orden 
4 de la siguiente forma :(escribimos en notaciôn simplificada)
Promediando la ecuaciôn JI-27 obtenemos;
11-34 (d^+uk^)G^^(ilt-t’)-2M.^^(iJ)f<Uj(p,t)Gj^j^(?,t-t')> +P^ (^i^ ) 6(t-f).
Sustituimos ahora en el sumatorio del segundo término del miembro de 1 
izquierda el producto uG por el producto de sus desarrollos en serie
<uG> = <u^°^G^°^>+ e<u^^^G^®^>+ +  d(e^)
Esta expresiôn puede simplificarse ya que
<u(0)G(0)> + E<u(l)a(0)> = G(0)<u(0)+eu(^)> = 0.
Esta expresiôn es vâlida hasta el segundo orden en e ,consistentemente 
con la anterior,puesto que G^®^ es una funciôn estadîsticamente deter­
minada y el valor medio de las fluctuaciones de velocidad en un flujo 
homogêneo debe ser.nulo.Podemos escribir por tanto:
11-35 (d^+vk:)G.^(^,t-f ) -2M^j^(k)fc<u^°^p,t)GjJ^J^|?,t-f )> = 6 (t-f
Recordando la ecuaciôn 11-33 para G^^îpodemos escribir:
11-36 GjJ^ ’ (?.t-f)= 2/J dt" G^\;,t-t")Mg^(?) J U^°^j,t") G^)(î,t'-t")
y sustituyendo en 11-35 se obtiene la ecuaciôn
11-37 (d^ +vk^ ) G^(k,t-f) -
- Gj^^^'t-t")M^(r)C)g)($,t-t")G^)(i^,t"-t')
para el tensor de respuesta infinitesimal,donde
(P,t-t") = <J°\p,t)u^’(p,t")>.
Para procéder debemos hacer ahora una tercera hipôtesis,de naturaleza 
mucho mas drSstica que las anterioresy cuya justificaciôn aparecerâ sol 
a posteriori,al concordar los resultados obtenldos con los expérimenta 
les.
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^<Ug(p)u°(r)uj^(o)uJ(l)> = ._ m
o+i=-it
= I {<Ug(p)u°(r)xuJ{o)uJ(î)>+ <u®(p)uJ(o)><i^(r)uJ(î)> + <u°(p)u”(î)x u°(r)uJ(o) 
otî=-)c
y ademas, debido a la homogeneidad debe cumplirse:
6(p+r)= 6(&) => ic = 0
por lo que se anula el primer sumando.En el segundo sumando debe cum­
plirse;
p+r = k,6(p+o) p = -o
o+î = -ic, 6 (r+î) r = -I
y anâlogamente en el tercer sumando.Por todo ello résulta;
<u*°^ p,t)v\J,°\?,t)u^ H-)î,t")> =
= -2/^dt"G^°^K,t--t")M^(K)Q^(p,t-t")<^(?,t-f)
de forma que la ecuaciôn para las correlaciones segûn la DIA es:
11-39 (d^+u)f )Q^j(]^,t-t') =
= 2/J^dfGj3(iî,t*-t")M^(jc)Q^(p,t-t")(^(;,t-t") + <f^(k,t)Uj(-k,t')>
3,-JUSTIFICACIÔN d e la APROXi m a cIôn d e INTERACCIÔN DIRECTA 
A nuestro juicio,la mejor justificaciôn junto con un riguroso anSlisis 
de las 1 imitaciones de la DIA se debe a Wyld (25),en donde se aborda 
el problema del cierre de la jerarquia de ecuaciones derivada de las de
continuidad y de transporte de momento mediante un procediminto siste- 
inStico de perturbaciones.Se estabiece una correspondencia biunîvoca 
entre los términos de las series y un conjunto de diagramas.La serie 
perturbativa puede ser reordenada y sumada parcialmente utilizando pro 
piedades geomêtricas de los diagramas y se logra reducir el problema d 
cierre de la jerarquîa al de la resoluciôn de un sistema de très ecua­
ciones intégrales acopladas,una de las cuales incluye series infinitas. 
Esta formulaciôn tiene dos ventajastSe introduces las hipôtesis estadl 
ticas de forma exacta y es posible derivar un procedimiento de aproxi- 
maciôn sistemStico independientemente de dichas hipôtesis.
Para ello se parte de las citadas ecuaciones en el caso isôtropo y ho- 
mogéneo una vez realizada la transforméeiôn de Fourier al espacio de 
nûmeros de onda y frecuencias.Se incluye como anteriormente hemos dich 
una fuerza ficticia de agitaciôn.La ecuaciôn satisfecha por las trans-
formadas de las composantes de la velocidad es :
p _ (jj)
11-40 (-tw+ vk*) u^ (ic,ü)) =fj()c,(o) - — J Uj (ÎCj,w^ )
lüi+<iJ2=u
donde dichas transformadas vienen dadas por:
u^(x,t) = (VT)~ ^  Ju^ ()c,tü) exp(i (jcx-u)t) ) 
k,o>
y anâlogamente para la f .^
Para simplificar el estudio de la serie y de los diagramas correspon- 
dientes se sustituye P^j^(k) por una constante de acoplo g y se pres- 
cinde de subindices,que seran introducidos de nuevo al final del anâ- 
lisis^asi como se volverâ enfonces a hacer g = P^j^.La ecuaciôn sin
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subindices que debemos considérer es:
It41 (-tu)+vk’ )u(k,w) = f (ic,(u) + ( g/(VT)'‘^^) ^ u u
k^+k^-k
Wj^+üi2=(»)
La funciôn de Green del sistema asociado no lineal obtenido de 11-41 al 
poner g=0 es:
Gjj(ic,ü)) =(-fu+vk’)  ^
y la correspondiente velocidad sin perturber viene dada por
Uq (^,ü)) = Gq (^,w) f ()C,U))
de forma que 11-41 puede escribirse de una forma mas ûtil como
11-42 u()c,u) = u_(k,w) + G.(k,w) (g/(VT)'^ ) ^ u ()î, ,o), ) u (k^ , w,)
" "  kj^ +kg^ k  ^ 1
Desarrollando ahora u en una cierta serie formai como
u(&,w) = Ug(&,w) + u^f&.w) + U2(k,w) + ....
podemos identificar:
u^(%,w) = G q (jc,u)) (g/(VT)^ )l Up(k' ,ü) ' ) vy(k-k' ,w-w' )
donde estamos sumando a indices repetidos y hemos empleado directamente
las relaciones entre k^,w^ y %^,W2.De la misma forma tenemos
U2(&,w) = GpCk,!»)) (g/(VT)'^' )  ^ u  ^(k ' , u ’ ) Uj^  (k -k ' , uj-oo ' )
Por sustituciones sucesivas podemos poner todos los términos de la serie 
que da u(k,'o) en funciôn de productos de Ug.Por ejemplo:
UjC^ .w) = 2Gg(R,w) (g/(VT)^ )l Ug(i^ ',w') ^(u^(k",w")u^ (î^ -k'-R",w-w'-<„"))( 1/2) .
Es imposible realizar estas sustituciones para los términos altos de la 
serie,por lo que résulta conveniente escribir estos mediante diagramas.
Para ello se estabiece 1^ correspondencia
(ic,ùi)----> linea recta 6 propagador
g/ (VT) ^  --- > punto 6 vërtice
Con este convenio résulta:
Uj^ = -------- , Ug = 2------- ------- , Uj= 4 --     4
u^= 8 — —  ---  ■ + 2 — — + 4 ---
La correspondencia entre términos de la serie y diagramas estS regida 
por unas reglas sencillas:
1)Cada vërtice es el punto de union de très elementos.Estos pueden ser 
très propagadores 0^,6 dos propagadores y un factor u^,6 un propaga­
dor y dos factorçs Uq .ÎiOS factores u^ no se reoresentan en los diagr 
mas,estando siempre impiicada su aparicién segûn la présente régla.
2)Kn cada vërtice hay conservaciûn de nûmero de onda,es decir,el nûmer 
de onda del elemento de la izquierda es la suma de los nûmeros de on 
de los elementos de la derecha.
3)Cada diagrams esté multiplicado por una potencia de dos.Esta potenci 
es el producto un factor 2,que va con u^ypor cada vërtice interno 
del diagrams y un factor 2 por cada ramificaciôn asimétrica .
4)Existe una correspondencia biunîvoca entre los términos de orden n 
de la serie perturbativa y los diagramas con n vértices en forma de 
arbol.
Definimos los segundos momentos de la velocidad(prescindiendo de subin 
dices) como:
<u(jt,w)u()c',w') > = <u(K,w)u* (-(' ,w' ) > =5 ' ) 6 (w-tt) ' )Q(ic,(ü)
por estar en el caso homogêneo.Para los momentos de mayor orden se deb 
cumplir tambien
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<u (k,ü)) u (k ' ,ü) ' ) u (k” ,u)") > = 0 , salvo p ara k + k ' + k "  =0,w + w' + w" =0
Con las hipôtesis de homogeneidad e isotropla sôlamente^no tenemos de- 
termlnado el conjunto estadîstico.Fs preciso hacer una hipôtesis adicio- 
nal.No parece conveniente hacer esta sobre las composantes u(k,w) ya 
que no se les puede dar una interpretaciôn clara debido a su interac- 
clôn producida por causa del término no lineal en la ecuaciôn de Navier- 
Stokes.Por ello>Kraichnan hace una hipôtesis de mâxima estocasticidad 
sobre las fuerzas f de agitaciôn y por lo tanto sobre las composantes 
Uq ,équivalente a suponer para ambas una distribuciôn de probabilidad 
gaussiana.Fsto implica que todos los momentos de orden impar de Ug son 
nulos y que los momentos de orden par pueden ponerse en funciôn de los 
segundos momentos.Por ejemplo:
<UQ(x^)UQ(K:2)u^(K:^)uQ(K:^)> = 6 Qq ^ '^ 3^  +
+ 6(K]^ -K^ 6(K2-K^ )nQ(K^ )0Q(K2) + 6(Kj^ -K^ )6(K:2-K4)Og(Xj^ )QQ(iC2)
donde hemos agrupado 5 y (i en un solo simbolo ic por razones de s impi ic id ad . 
Si escribimos ahora las correlaciones utilizando el desarrollo en serie 
anteriormente expuesto para la velocidad obtenemos:
Q(x) = <U(k )u (k )> = Og(K) + <Ug(K)U^(K)> + <Uj^  (k ) uj (k ) > +
+ <U2(k)u*(k)> + .............
Deflniendo un nuevo elemento de los diagramas
Qg(lî,iü) > linea ondulada = vvwwuv
podemos escribir la serie de las correlaciones uniendo dos de los 
diagramas ramificados del desarrollo de la velocidad mediante llneas 
onduladas entre aquellos vértices que tengan menos de très elementos.
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Asî,los ôrdenes sucesivos*del desarrollo de las correlaciones son:
Orden 0 : vwwvwv











 O — 16---











16 — . ^
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Por ejemplo,el primero de los diagramas de orden 2 corresponde a : 
2Gg(K) (g/(VT)'/* )I Og(K')Qg(K-K') (g/(VT)'^ )Gg(-K) _
Al formar los diagramas se prescinde de todos aquellos en los que una 
parte estuviera unida al resto solo por una lînea recta,ya que esto 
serîa representar componentes de Fourier de la velocidad media, que es 
cero en el caso que estamos considerando.Para escribir la serie a par­
tir de los diagramas se tendran en cuenta las siguientes reglas:
1)Los diagramas se componen de lîneas rectas,onduladas y de vértices, 
que simbolizan los elementos anteriormente citados.De cada vértice sa- 
len très elementos.En cada vértice hay conservacién del nûmero de onda, 
y hay una suma o integral a todos los nûmeros de onda no fijados por e 
condlcién.
2)Los diagramas de las correlaciones se forman uniendo diagramas ramif
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cados mediante lîneas onduladas.Para dividir un diagrams en dos es pre­
ciso cortar lîneas onduladas.
3)Hay una potencia de 2 que multiplies cada diagrama.En general es de 
la forma 2^,donde n es el nûmero de vertices del diagrams.Hay un factor 
1/2 adicional para aquellos diagramas que contienen un bucle cerrado,£or- 
mado exclusivamente por llneas onduladas y otro factor 1/2 para algunos 
diagramas de sexto orden cuya simetrîa es especial.
4) Existe una correspondencia biunîvoca entre los diagramas obtenidos 
de esta manera y los términos de la serie de Q(k )
La serie perturbativa de Q(ic) no es muy ûtil,ya que al no ser la cons­
tante de acoplo g pequena no se puede prescindir de los términos supe­
riores. Hay que tratar de agrupar los términos de una forma que nos con- 
duzca a otro tipo de desarrollo para las correlaciones de la velocidad. 
Para ello es necesario définir algunas generalizaciones de los propaga­
dores y del vértice.
Se define el propagador modlflcado G(ic) como la suma de términos corres- 
pondientes a aquellos diagramas que,de forma anâloga al propagador sim­
ple,tienen una lînea recta de un extreme a otro.Se construyena partir 
del propagador simple introduciendo lîneas onduladas en todas las formas 
compatibles con la definiciôn recién dada.Los diagramas para este propa­
gador modlflcado son;(ordenes)
(1°)   (2°) 4  i
(4<-)i6— ^  ^   1 6 - < ^
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Se define el vértice modificado como la suma de términos correspondien 
tes a aquellos diagramas que,como el propio vértice simple,tienen très 
terminales a los que se pueden unir otras llneas,tanto rectas como ond 
ladas.Los très vértices de cada uno de los sumandos triangulares deben 
estar unidos al menos por dos llneas rectas consécutives siendo la terc 
ondulada o una combinacién de rectas y onduladas.A los extremos de las 
dos llneas rectas estan asociados los nûmeros de onda k y k' .Los diagra­




Observando los diagramas se concluye que el propagador modificado G(k) 
y el vértice modificado r(ic,K') son generalizaciones del propagador 
y del vértice simple en el mismo sentido que Q(k ) es una generalizaciô 
de Qq (k)-
Si tratamos de sumar ahora la serie que da la correlaciôn compléta Q(ic) 
observâmes que la mayor parte de los diagramas de ôrdenes superiores 
se pueden obtener sustituyendo el propagador simple por el generalized 
el vertice simple por el generalizado y/ô la funciôn Qg por la corres­
pondiente funciôn generalizada.
Analizando los diagramas para la funciôn de correlaciôn,vemos que se
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pueden dïvldir en dos clases.En la clase A se incluyen todos aquellos 
que se pueden partir en dos cortando una sola lînea ondulada.Dentro 
de esta clase se incluyen dos diagramas de segundo orden (3 y 4) y 
diecinueve del cuarto (el 5 y del 16 al 33).Los demâs se incluyen en la 
clase B.De forma inmediata,examinando los diagramas puede verificarse 
que la suma de los diagramas de la clase A para Q(<) es :
G* (R,w)Gg^ ()^ ,w)Og(K,w)Gg^ (]^ ,w)G*(R,w) = G*(%,w)F(K)G*(f,w)
donde F(k) = Gg^ (lc,u)) Qg (^  ,ii))Gg^  (lc,w) = <f^()c,w)>
es la autocorrelaciôn de la transformada de Fourier de la fuerza de
agitaciôn.
Dentro de la clase B de diagramas Incluimos aquellos que se pueden ob­
tener de diagramas de orden inferior mediante el procedimiento indica- 
do de sustituciôn de elementos simples por complejos,que denominaremos 
diagramas reducibles,y otros denominados irreducibles.Asî en los diagra­
mas para la correlaciôn,en el segundo orden el diagrams irreducible es 
el 2,y en el cuarto orden el diagrams 7.Si utilizamos estos dos para 
realizar sobre ellos las sustituciones indicadas,obtenemos solamente 
una parte de los diagramas de sexto orden,siendo pues los restantes 
los irreducibles de ese orden.La expresiôn diagramâtica para la serie 
Q(k ) parcialmente sumada es:
=  F(k) " ' +2----- -----------  + 16
donde las lîneas o puntos de trazo grueso représentas elementos genera- 
lizados.Esta ecuaciôn nos dâ Q(ic) en funciôn de G(<) y de r (<»>t ' )-Habrâ 
que buscar otras dos ecuaciones que nos determinen estas funciones.
Para el caso del vërtice generalizado puede procederse en forma anâloga
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a la anterior.Usando el ipismo crlterio para determiner los diagramas 
irreducibles, la ecuaciôn correspondiente es;
• = . + 4 + 4 + 4
+ 16 + 1 6 , < ^ C ^ ^ ^ +  1 6 ^ / ^ ^ ^  +
+ dos rotaciones de cada diagrama de 5°orden +.... 
Para el propagador modificado las cosas no son tan sencillas,ya que al 
aplicar el criterio anterior se cuentan dos veces muchos de los diagra­
mas. Puede observarse que la serie de los diagramas que da el propagado 
generalizado se puede dividir en dos partes :una,formada por todos los 
que pueden partirse en dos al cortar una sola linea recta y la otra 
por todos los que no tienen esta propledad.Llamaremos E(k,u) =E(ic) a 1 
suma de estos ûltimos eliminado de cada uno de ellos las rectas de 
principio y final correspondientes a propagadores simples.G (k) y %(<) 
estan relacionados mediante la ecuaciôn de Dyson,de facil comprobaciôn
G(&,w) = Gg(&,w) + Gg()c,(ü) r (S,(i))G(K,(d) 
que en lenguaje diagramStico équivale a;
   .    _____
y cuya soluciôn formal es:
G(K) = (g“^(k)-I:{k ) )"*■= Gg(K) + Gg(ic)E(K)Gg(K:) +
Diferenciando ahora la ecuaciôn de Dyson con respecto a k y recordando 
la definiciôn de Gg(ic), encontramos la siguiente relaciôn
3^g“^(k ) = a^Gg(K) -3^E(k ) = y^-3^E(k)
donde y; = (2vic,-f).A partir de aquî queda definido un nuevo operador 
Tj,(k,k) = ^ -  3^E(<) = 3^g"^(<)
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Considerando que E(ic) contiene una lînea recta que pasa a través de 
todo el diagramayeligiendo las adecuadas variables mudas de integra- 
ciôn podemos conseguir que la variable k aparezca solamente en los fac­
tores Gg(k±K') asociados a esta lînea.Usando adicionalraente el resulta- 
do inmediato
Gg(ic±K') =-Gg(K±tc ' ) YgGg (tc + ic ' ) 
podemos construit diagramas para el nuevo vértice.Para ello.empezando 
con los diagramas para Z{k ) insertamos un vértice en cada una de 
las lîneas rectas que corren a través del diagrama.Al dibujar los dia- 
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Para generalizar el nuevô vertice a argumentes distintos debemos 
usar la identidad
Gg(iç) - Gg(K') = -Gg(K) (k^-k^ ' ) (ic,ic')Gg(K ' ) 
donde (%,<') = (v(k+&'),-i).
Generalizando esta relaciôn para productos de varies factores G ob­
tenemos
11-43 g"^(ic) - g"^(k’) = (K^- k^)T^{k ,k ')
En esta ûltima ecuaciôn, (k ,<’) viene dado por la serie grSfica an­
terior en la que ahora el cifrculo o corresponde a .Utilizan­
do ahora los criterios expuestos anteriormente para encontrar diagra­
mas irreducibles en las series grSficas para las correlaciones y el 
vertice puntual .,y represehtando a r^(K,x’) por el sîmbolo O podemos 
escribir
" ' ° a * A " .....
Esta es la cuarta ecuaciôn integral,acoplada a las anteriores,necesa- 
ria para el cSlculo de las correlaciones.
Por razones de comodidad vamos a escribir a continuaciôn en forma grS- 
f ica este sistema de ecuaciones acopladas;
a) /\AA/ =  P(k)---- + 2
b) # = . + 4 + 4 Ix + . .
11-44 W * V W ^  ^  ^
c) ~ + 4
d) G~^(k) - G  l(K') = (K- K^)r^(K,K')
Los mementos estadîsticos de orden superior se obtienen de forma anâ­
loga a los de segundo orden précédantes.
Mediante estas manipulaciones hemos pasado de estudiar el cierre de una 
jerarquîa a estudiar la convergencia de unas series.El cambio es venta- 
joso,ya que si para el cierre es precise conocer los términos de orden
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superior para calculer los de menor orden,en una serie sucede lo con­
trario. Sin embargo queda en pié el problema de la validez de tomar 
unos términos despreciando otros,ya que,aunque el procedimiento es 
exacte si se mantienen los términos de todos los ôrdenes,el câlculo 
es en este caso imposible.Hay que hacer simplificaciones.Ho hay nada 
que garanties la convergencia de la serie desde un punto de vista 
matemStico y el ûnico argumente que induce a pensar en la validez de 
las truncaciones es que en situaciones anSlogas de otros campos de 
la Fïsica,como pueden ser la teorïa cuSntica de campos y las teorîas 
de estuctura de gases denses,estas truncaciones han conducido a resul­
tados muy valiosos.
Si ahora procedemos'a una comparaciôn con la DIA,tal como ha sido ex- 
puesta en el segundo apartado de este capitule,debemos tener en cuenta 
que el propagador G (te) corresponde a la transformada de Fourier en el 
tiempo de la funciôn de respuesta infinitesimal-Las ecuaciones de la 
DIA se obtienen al considerar algunas simplificaciones sobre las ecua­
ciones acopladas 11-44.En la ecuaciôn II-44a se toman solamente los 
dos primeros sumandos.El vértice puntual se toma sin desarrollar,es 
decir,se prescinde de II-44b, y en vez de utilizar la ecuaciôn II-44c 
para el segundo vértice,êe hace una simplificaciôn de la ecuaciôn de 
Dyson.Las ecuaciones que corresponden a la DIA en la notaciôn grâfica 
empleada son;
•I -------- . --------  -------
A W W W i  =  F(k)----- + 2  +
* 4  i££r21bv.vvvvv .
Observemos que en II-4 5b los diagramas conservados tienen la caracte- 
ristica de que en ellos solo interaccionan très modos como nâximo, 
por ejemplo,los correspondientes a K,x' y K-c'.En el primer término 
despreciado • 1 k* 2
3 k-r 4 -k
el primer vértice représenta una interacciôn entre modos de onda 
correspondientes a k (1®^ propagador),k' (2® propagador)y (k-)d) 
(correlaciôn).El segundo vértice entre modos correspondientes a 
k’ (2® propagador), r (correlaciôn) y (k’-r) (correlaciôn).El tercer 
vértice entre modos correspondientes a ( k - k") (correlaciôn) , ( k' -r) 
(correlaciôn) y (k-k'+k'-r) = (k-r)(propagador),de forma que el 
modo correspondiente a k'-rno interacciona directamente con el modo 
correspondiente a k.Kraichnan considéra que estas interacciones indire 
tas deben ser despreciables frente a las directas.Para ello se basa 
en la hipôtesis de Kolmogorov y su comprobaciôn experimental : si la 
probabilidad de que haya una transferencia de energîa entre modos 
de nûmeros de onda muy distantes es pequena,tambien se puede conside­
rar que la interacciôn entre modos de nûmeros de onda distantes es 
despreciable. »
Para llegar explfcitamente de 11-45 a y b, a las ecuaciones de la DIA 
tal como se han escrito en el segundo apartado,sustituimos los slmbo- 
los por las expresiones funcionales correspondientes.Debido a que en 
vez de la constante de acoplo g tenemos un tensor P^j^(k) en cada 
vértice,tendremos que multiplicar tanto G(k) como Q(k ) por el tensor 
( k^kj/k:)
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11-46 G^j(Z,w) = q(Ic,(i)) (5^j-k^kjA*)
11-47 E^ j(jc,üi) - Z (S, u) (6^  j-k^k j/k* )
La ecuaciôn de Dyson se ecribe tensorialmente como:
11-48 G^j(i^,w) = g |°^)T,u)) + (S,uj)
y teniendo en cuenta 11-4 6 y 11-4 7 podemos reducir 11-4 8 a
11-49 G(ic,io) = G^ °Nit,(i)) + G*°Nk,(u)Z(ic,m)G()t,u) .
Segûn II-45b,  ^(ic/ii ) viene dado por
11-50 Zj^j(i^,w) = 4/(2ir)-;da)'/d’k'{((- /2)P^ jj^ (k) )Qj^j.(k-)t')G^()t’,o)')
((- /2)Pg^ j(K)}
Haciendo i=j y sumando a Indices repetidos:
11-51 Z(k,m) = (l/2)Z^^(k,u) = (-k V{2tt ) ' )/dm’/d’k'b(jt,k')Q(it-k’ )G(k',u)') 
donde b(k,k') es un coeficlente dado por :
11-52 b(k,k") = (k'A){ j
Sustituyendo li-49 en 11-51 obtenemos una ecuaciôn équivalente a la 
transformada de Fourier en el tiempo de 11-37,la ecuaciôn de la DIA 
para el tensor de respuesta infinitesimal
11-53 (-ürt-vk*) G(k,m) = l-G(R,w) — fdw'/d^ k'b(k,k')Q(k-k' ,w-tu')G()(',w')
(2n)''
De igual forma podemos obtener la ecuaciôn anâloga a 11-39 para las 
correlaciones
11-54 (-w+vk')Q(i(,w) = F(J,m)G(-ic,-m) + - ^  fdu'fd’k’{a(j^ ,k')Q(k',u>')
(2r)"
0(k-k',w-m')G(-k,—w)} -
 —  fdw'/d'k'b()t,it')Q(it-it',w-w')G(i(',w')Q()^  )
(27T)-
donde a(ic,îï') es la siguiente combinaciôn de los vectores & y
11-54 a(k,k')= (1/2) {1 - 2
k"k'^ (k-k')^ k=k':(k-k'):
Despues de algunas manipulaciones algebralcas,prescindiendo por como­
didad de los subindices tensoriales,las ecuaciones 11-37 y 11-39 quedan
reducidas a las siguientes ecuaciones escalares:
A f
11-55 (dj.+vk*)Q(k,t-t') = 2n//kpr b(k,p,r)dpdr{/_jdt"G(k,t'-t")Q(p,t-t")Q(r,t-t")-
-;J^dt"G(p,t-t")Q(r,t-t")Q(k,f-t")}
A .
11-56 (dj.+vk*)G(k,t-f) =-2ïï//kpr b(k,p,r)dpdr/J,dt"G(Rt-t"X3(r,t-t")G(k,t"-t') +
+ 6 (t-f)
A
donde el simbolo // représenta una integraciôn restringlda por la con- 
diciôn |îc-r|<p<|E+r|.Estas ecuaciones son demasiado complicadas para 
poder contrastarlas con los resultados expérimentales.En este caso 
habrla que comprobar la ley de los 5/3 para el rango inercial y el va­
lor de la constante Ko.Para ello hay que hacer algunas simplificacio­
nes .As!,teniendo en cuenta la forma encontrada para el tensor viscose 
(11-24)
(ic,t-t' )=P^^(it)exp(-vk* (t-f ) ) t>,f
= 0 t<f
se supone para las correlaciones y para la funciôn de respuesta infi­
nitesimal una dependencia en el tiempo de tipo exponencial.Segûn Edward 
(26)esta dependencia podria escribirse
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11-57 G{k,t-;t') = H (t) exp(-n (k)( t-t ' ) )
donde n(k) es el reclprdco del tiempo de respuesta y estâ definido como: 
n(k) = (/gdTG(k,T)l ^.Para las correlaciones podemos poner
11-58 Q(k,t-t') = q(k)exp(-n(k)(t-t*))
donde q(k)= Q(k,0).
Tomar 11-57 y 58 equivaldrîa a tomar un conjunto de soluciones particu- 
lares en lugar de la general,si y solo si el campo de velocidades tiene 
una distribuciôn de probabilidad gaussiana y ademSs para diferencias 
suficientemente grandes del tiempo.Para pequenas diferencias de tiempo 
y funciones de distribuciôn arbitrarias,un conjunto de soluciones parti- 
culares viene dado, por una expresiôn en la que la dependencia temporal es 
exponencial cuadrâtica
11-59 G(k,t-t’) = H(t)exp(-(l/2)o*(k)(t-t'):)
Pese a ello considéra Edwards que,como se trata de encontrar una depen­
dencia en los nûmeros de onda k y el valor de una constante,la forma de 
la dependencia temporal no tiene gran importancia.Kraichnan prefiere 
utilizar 11-59 como expresiôn mas aproximada aunque los câlculos se com­
pliquée considereablemente.El hecho de que con ambas formas los resulta­
dos coincidan parece apoyar los argumentos de Edwards.Utilizando pues 
para G(k,t-t') y Q(k,t-t') las expresiones 11-57 y 58 y suponiendo ade- 
mSs que q(k) = Ak"” y n(k) = Bk",se obtienen los siguientes resultados:
i)De la ecuaciôn de respuesta infinitesimal una expresiôn para 
Ko ( cte. de Kolmogorov) que es funciôn del parâmetro X introdu­
cido por el limite superior de una integral ("cut-off”).Segûn los 
valores que tome X,Ko varia entre Ko=1.47 y Ko=.904,siendo el va­
lor medio Ko=1.5 con el 20% de error.
il)Una ecuaciôn para las correlaciones en la que al intentar 
obtener la ley de los 5/3 de Kolmogorov aparece una divergencia. 
La introducciôn del "cut-off" no es posible en este caso por lo 
que Leslie propone que sea sustraida y as! a partir de del fluj 
de energîa obtiene una dependencia para el espectro E(k)=Ak. . 
En un trabajo reciente de Horner et al.{ 27 ),que parte de la formula­
ciôn de Martin,Siggia y Rose (24),se obtiene un valor para la constant 
Ko y una dependencia del espectro en k de cinco terclos mediante un pr 
cedimlento matemâticamente correcte.Todos los trabajos en la bibliogra- 
fîa apuntan a que las divergencias de las intégrales se producen para 
bajos nûmeros de onda (k=0) y son debidas a la localizaciôn en estos 
valores correspondientes al rango de producciôn de la fuerza estocSsti- 
ca ficticia de agitaciôn que se introduce para la conservaciôn de la 
energîa.
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FLUJOS REALES.ECUACIONES,DESCRI PC I ON FENOHENOLOGICA Y I10DEL0S 
SEMIEMPÎRICOS
En la secciôn anterior se ha visto como la suposiciôn de homogeneidad 
e Isotropla simplifies las ecuaciones y permite encontrar con cierta 
justificaciôn fîsica condiciones de cierre para la jerarquîa.
(En quê situaciones reales pueden considerarse vSlidas estas hipôtesis 
de turbulencia homogênea e isÔtropa? Solo parecen serlo en un caso: 
cerca del eje central en la secciÔn transversal del flujo tras la reji- 
11a de un tunel aerodinSmico,Tambien,por otro lado,es posible suponer 
homogeneidad e isotropla locales en aquellos flujos de dimensiones carac- 
teristicas muy grandes como pueden ser los atmosféricos u oceânicos.
Sin embargo,los problemas de interes prâctico corresponden a flujos con 
cizalla,con unas condiciones de contorno que impiden la adopciôn de las 
anteriores hipôtesis.A continuaciôn estudiaremos las ecuaciones para 
estos flujos. •
ESTUDIO DE LAS ECUACIONES PARA FLUJOS CON CIZALLA
Deduciremos en este apai*tado la segunda ecuaciôn de la jerarquia para 
fluidos incompresibles.En esta deducciôn se conserva para la presiôn 
el simbolo p,sin sustituirlo por el operador correspondiente,segûn se 
hizo en II-4.Puesto que se quiere obtener informaciôn sobre el signifi- 
cado fîsico inmediato de cada tërmino,la utilizaciôn de una notaciôn 
mas compacta no es aconsejable.
Sea uu(x,t) la componente i del campo de velocidades de un flujo incom- 
presible en el punto (x,t).Segûn II-3,u^ satisface la ecuaciôn:
III-l 3t"i + 3% (u.u^) + W'Ui = -3% p
m 1
Es posible descomponer los campos y p en campos medics a los que se
superponen unos campos fluctuantes u| y p' cuya media realizada en un 
conjunto de Gibbs es nula:
III-2 u^ = + u^ , P = P + p'» <u|> - 0 , <p*> = 0
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacidn de transporte de momento 
obtenemos:
III-3 + 3^ <«i«m + +  + =  >
m i
y promediando ahora al conjunto de Gibbs,obtenemos la ecuacidn de
Reynolds :
III-4 - V9'"i =
Utilizando esta ecuacidn y el hecho de que <U^U^> = podemos eli-
minar,de la ecuacifin III-3 para las fluctuaciones,el tërmino de presiôn 
media
III-5 a^u* + \^(u.u;+u'u^+uj.u;-<u-u;»-w'*; = -3%j'
Para obtener ahora una ecuacidn para la nueva cantidad que aparece aquf 
la correiacidn entre dos fluctuaciones de velocidad,debemos multiplicar 
III-5 por uT y promediar.Para poder realizar el anSlisis es precise 
escribir explicitamente las dependencias en el tiempo y en el espaci
III-6 {3^ .u[(jt,t) )ur (x‘,t') + {3 ^  (U^ u^ +u^ U^ 4u^ u^ -<u^ u^ >) (3,t) )u\ (x' ,t' ) -
- (v7*u! (x,t) )ui(x't’) =-(3 p'(xjt))uV(x'f)
J- J i ^
Teniendo en cuenta una propiedad de la derivaciôn,la ecuacidn anterior 
se puede escribir
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III-7 {3 (u.'(x, t) ur (x‘, t ' ) ) + 3 { U.(x,t)u'(x,t)ur(j?',t') + u'(iT,t)U (X,t)u’(.'?,f )t 1 j , X ni j X In j
+ (x,t)u^(x,t)u^(x',t') -<u|(x,t)u^(x,t)>Uj(x',t’)} +
+ 3„ (p* (x,t)u'(x',t') ) - (vV’u'(x,t))u^(x't')}- 
- {u*. (x,t) 3.u'. (x',t') + (Ü. (x,t)u'(x,t)+u'(x,t)U (x,t)+u! (x,t)u* (x,t) -X 3 X III 1 In X II
-<u! (x,t)u'(x,t)>)3 uV(x',t'))+p'(x,t)3 u\(x',t') }=0i r a  J x^  3
Memos visto que para la aplicaciôn de la DIA hay que suponer las corre- 
laclones entre componentes de la velocidad tomadas en distintos puntos 
del espacio-tiempo,debido a la utilizacidn que esta teorîa hace de la 
funciôn respuesta.Teniendo esto en cuenta,(x,t) ^ (x',f) y la segunda 
expresiôn entre llaves en III-7 se anula quedando:
III-8 3. (u* (x,t)uWx',t') ) + 3 (u, (x,t)u'(x,t)u\(x',t') +C l  3 1 m 3
+ ul(x,t)U^(x,t)Uj(x',t')+
+ uj^  (x, t) U^(x, t) Uj (x’, t' )-
-<u^(x,t)u^(x,t)>u^(x',t')
= -3 (p'(x, t) u'(x',t') ) + (uv'u' (x,t) )u\ (x' ,t' )
*i J ^ J
Si se promedia ahora al conjunto de Gibbs se obtiene la ecuacidn que
satisfacen las correlaciones
III-9 3. <uJ(x,t)uMx't')>+ U (x,t)3 <uJ(x,t)uMx',t')> +C l  3 <" m
+ 3 <u'(x,t)u’(x,t)uUx',t')> + 3 <p' (x,t)u\ (x' ,t' )>-3^ 1 m 3 x^ 3
= -<u*(x,t)u'(x',t')>3 U.(x,t) + v<(7^ u'. (x,t))uVx',t')>
1 m %  J  ^ J
Résulta interesante analizar el slgnificado de cada uno de los suman- 
dos de esta ecuaclôn.Tanto elj.del primero como el del segundo son 
évidentes:Se trata de una derivada euleriana que nos da la variacidn 
de las correlaciones.Podemos Interpretar el ûltlmo sumando como un 
término disipativo,ya que en él aparece la viscosidad.El significado 
de los très restantes términos no es inmediato.Para obtener una idea fi 
slca sobre la actuaciôn de cada uno de ellos,puede derivarse a partir d
II1-9 una ecuaciôn para la energla haclendo j=i.Tomamos como energîa del 
campo de velocidades turbulente E^ = (1/2)<uj^  (x,t)u|(x't')>,y la ecuaciôn 
correspondiente es
III-IO 3^ Eq + 0^3^^ + 3^( (1/2) <uiu-u;» + 3^ <^p-u*> = -<utu;>3^U, + v<(V*u^ )u^ >
Es aqul évidente que el quinte sumando <uju'>3 U. da cuenta de laira 1
transferencia de energla del flujo raedio a las fluctuaciones,y que esta 
transferencia depende del gradiente de velocidad media en cada punto.
A este tërmino se le suele denomlnar término de producciôn.En cuanto a 
los términos très y cuatro,al integrarlos a un volumen significativo de 
cualquier flujo real se anulan.Tomando por ejemplo el flujo objeto de 
este trabajo,flujo turbulente entre dos plaças paralelasjsuponiendo que 
la velocidad media depende solo de la variable x^, U = U(x^),donde x^ 
es la direccién normal a ambas plaças,que la distancia entre ellas es 
2h,y que la direccién del flujo es x^,tenemos:
III-ll /p^dxj ^((l/2Xu^uj^u^>) = (3/2){<uj^u£u^(2h)>-<u|u[u^(0)>) = 0
III-12 /p^dxj <p'u%> = <p'u^(2h)> - <p'u'(0)> = 0
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De ello se infiere que los términos très y cuatro de la ecuaciôn de la 
energla no tienen nada que ver con la producciôn o disipaciôn de ener­
gla turbulente.Su dnico papel puede ser el trasladarla.por lo que se co- 
nocen como términos inerciales.Para encontrarles un significado y expli- 
car como actûan hay que estudiar las ecuaciones en casos sencillos y te- 
ner en cuenta algunos resultados emplricos.La mayorla de los datos dis­
ponibles sobre correlaciones se refieren a correlaciones entre componen­
tes de la velocidad en el mismo punto y tiempo.Esto se debe por un lado 
a la complejidad de la toma de datos mediante sondas de hilos calientes 
y por otra a que las Gnicas teorlas que hasta el momento se ban ocupado 
de los flujos reales,los modelos semiemplricos,se ocupan de las corre­
laciones en el mismo punto y tiempo.A continuaciôn se deduce la ecua­
ciôn para este tipo de correlaciones y se estudia el significado de ca­
da término.Suponiendo que términos de forma matemStica anSloga 
tienen tambien un significado flsico parecido,estas conclusiones se ex­
trapolas para los sumandos correspondlentes de la ecuaciôn para las 
correlaciones èn distinto puntos del espacio-tiempo.Para deducir la ci- 
tada ecuaciôn tomamos III-6,escribimos la ecuaciôn correspondiente a
III-5 para uj(x',t’)
III-13 3^ .,u'(x',f) + 3jç,{U^ (x',t’)U|^ (x',t') + u^ (5',t’ +
+ Uj(x',t')u^(x',t') + <uV(x',t') U^(x',!')>} =
= -3 p‘(x',t') + uV^ u'(x',t') ,
y multiplicamos por la izquierda por u|(x,t) y sumamos la expresiôn ré­
sultante a III-6.Haclendo ahora x=x',t=t’ nos queda:
III-14 3 j.(u^  (x,t)u^ (x,t) ).+ 3^{ U^ (x,t)U|^ (x,t)u^ (x,t) + uT(x,t)u\^ ,t)i;^ (x,t) +
+ u|(x,t)ujj(x,t)u^  (x,t) } +
+ {vu|(x,t)V^ u\(x,t) +v(V*uj;(x,t))u^ (x,t)}-
- 3 {<uMx,t)u'(x,t)>u’(x,t)+u'(x,t)<u'(x,t)u'(x,t)>) =
1 m J 1 m 3
= - (0„ p'(x,t) )u'(x.t) + u'(x,t)3 p'(x,t)}
x^ J j
Haclendo un promedlo al conjunto de Gibbs se obtiene la ecuaciôn de las 
correlaciones en el mismo punto y tiempo.Suprimimos la especificaciôn de 
estos,suponiendo en lo sucesivo que siempre que no se especifique,se 
trata de correlaciones en iguales punto y tiempo.
111-15 3^<u|u-> + U^3^ <u'u^> + <uiu*>3^ +
m m m
+ 2v<3 u!3 u;> - v3 <u’ui> =
*k k ] *k  ^ J
- 3^^<(6ikUW 6jkU()p’> + <P'(3x^"j + 3xj"i>^




= - <p'(3 u\+3 u')> - 2v<3 u'3 u:>
Xi 3 Xj 1 *k 1 %k ]
Los sumandos (1) , (2) y (3) junto al sumando (6) ban aparecido ya en las 
correlaciones para puntos y tiempos distintos.Para conseguir una inter-
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pretaciôn del papel jugado por los sumandos (4) y (5),pasamos a la ecua- 
de la energîa haclendo i=j
III-17 3.<u'.u'.> + U 3 <u'.u!> +2<u'.u’.>3 U. + 3 {<(u'.u!+2p')u'>-v3 <u'.u!>} +t X 1 m 1 X X X X x^ X X m x_^  x x
+ 2v<(3^  u;,3^  u'.)> = 0 
*k 1 1
donde el término (5) ha desaparecido al hacer i=j debido a que la velo­
cidad media y las fluctuaciones satisfacen la ecuaciôn de continuidad. 
Teniendo en cuenta la definiciôn de energîa del campo turbulente, 
q* = (uju^) y definiendo la energîa turbulente de disipaciôn como
III-18 e = ( 0 ^ u 13^u -> + <3^^u -3^^u -> )
teniendo en cuenta'la identidad
III-19 < 3^u^ 3^ u-> = 3^^,.<u!u->
y sustituyendo en III-17,nos queda para la energîa turbulente en los 
mismos punto y tiempo la siguiente ecuaciôn:
III-20 3^ <q^ >+ 2<u^ u2>3 + 3 {<(q=+2p')u^  - 3^  <q'>} + 2e = 0
ui ni ir.
Aparece aquî un sumando sobre el que actûa una derivada primera,donde 
se mezclan efectos debidos a la presiôn,viscosidad y triples correlacio­
nes y que por ello recibe el nombre de termine difusivo.
Nos queda por determiner el papel del término (5),aunqua el hecho de 
que no aparezca en la ecuaciôn de la energîa nos indica que se trata de 
un término puramente inercial.Analicemos la funciôn de este término en 
un flujo muy sencillo.Sea,por ejemplo, un flujo bidimensional como una 
capa limite turbulenta estacionaria.Llamemos x a la direcciôn en que 
tiene lugar el flujo,u a la componente de la velocidad en la direcciôn
x,v la componente en la .direcciôn y.Supondremos que las fluctuaciones 
velocidad u* y v ' son del mismo orden,y el nCmero de Reynolds suficien 
mente elevado para que se puedan despreciar todos los términos que vay 
multiplicados por v salvo e.En este caso la turbulencia se puede cons 
derar localmente isôtropa y es vâlida la relaciôn:
III-21 2v<(3^ u ’.3^ ul)> = (2/3) Eg,.
Escribimos a continuaciôn las ecuaciones correspondientes,senalando 
entre corchetes los términos de menor orden
lll-21a U3^<u'^>+ V3y<u'*>+2<u'v’>3yU + {2<u' ^ >3^  u} - 2<p'3^ u'> +
+ (2/3)e + 3y<u'’v'> + {3^(<u’’>+ 2<u'p‘>} = 0
III-21b U3j^ <v'*> +V3y<v'^>-{2<v'^>3^U} - 2<p'3yV'> + (2/3)E +
3y(<v’’>+2<v'p*>) + {3^ <v'^ u' >} = 0
III-21C U3^<u'v'> + V3y<u'v'> + <v'' >3yU - <p'(3yU'+3^v')> +3y(<u'v'^>+<u'p'> +
+ {3^(<u’* v’>+<v'p’>) ) = 0
El término con derivada primera en el tiempo desaparece si se impone 
la condiciôn de estacioiîareidad.El término convectivo no es esencial en 
el establecimiento del equilibrio en el flujo,como lo prueba la exis- 
tencia de flujos,en canales o tubos largos,en los que este término no 
aparece.El mismo razonamiento es vâlido para los término difusivos,como 
lo indica el hecho de que se anulan si se integran las ecuaciones en di 





2<u'v'.>3yU - 2<p'3^u'> + (2/3) e = 0 
- 2<p'3yV'> + (2/3)E = 0
Sea un flujo hipotético en el que la producciôn es tal que se ve compen- 
sada por la disipaciôn (lo que courre en primera aproximaciôn en la re- 
giôn logarftmica prôxima a la pared en los flujos internes).En este caso 
encontramos <p'3^u’> = -(2/3)c mientras que <p'3yV'>= e/3.Esto nos da
una posible interpretaciôn del término correlaciôn de fluctuaciones de 
presiôn y gradiente de velocidad fluctuante
i) Las fluctuaciones u' en la direcciôn de la velocidad media son las 
primeras en aparecer y deben su existencia a la interacciôn entre el 
stress de Reynolds y el gradiente de la velocidad media.La transferen­
cia de momento de la velocidad media a las fluctuaciones en su misma 
direcciôn se efectûa a través del término <p'3^u'> .
ii)Las fluctuaciones v' son debidas a la transferencia de parte del mo­
mento de u ' a v' que efectôa el término <p'3yU'>.El momento transferi- 
do équivale a e/3.




El flujo medio cede parte de su energla a la fluctuaciôn u' en su mis 
ma direcciôn.El término <p'3^u'> toma parte de esa energîa y la cede 
la fluctuaciôn v' en la direcciôn transversal al flujo.La energîa que 
queda en v' y parte de la que queda en u* pasan de nûmeros de onda baj 
a nûmeros de onda altos donde son dlsipados.El término de correlaciôn 
presiôn fluctuante-gradiente de velocidad fluctuante es un distribuido 
de energîa turbulenta.Se le conoce como término redistributivo.
Una vez interpretados los termines de la ecuaciôn para las correlacio­
nes en el mismo punto y tiempo,se extrapolan sus significados a los 
termines de las ecuaciones para las correlaciones en puntos y tiempos 
distintos que presentan igual estructura matemStica.Hay que escribir 
pues III-9 en forma anûloga a III-16.
Se desglosa el término en que aparece la presiôn en III-9 en dos suman 
dos :uno de ellos es el que llamamos redistributivo y el otro forma par 
te del término difusivoJSl escribimos x' =x + r,r - x'-x,puede demostr 
se que
III-23 <0 p'(x))u^(x')> = 3 <p'(x)u'(x')> - 3 <p' (x)u\(x')>
i i  ^ 1
III-24 3 <p* (x)u'. (x')> = 3 <p'(x)u'. (x+r)> = <p'(x)3 uj(x+r)> =
i J ^i 3 J
= <p' (x) 3 u\(x+r) > = <p’ (x) 3^ u^\(x')>
III-25 <(3 p'(x))u^(x')> = 3 <p'(x)uL(x')> - <p'(x) 3 ,uj(x')>
J i ■* i ^
Igualraente se desglosa el término que va multiplicado por la viscosida 
III-26 <(9^uMx))u'.(x')> = <(3*u! (x))u'(x')> = 3' <u'. (x)u'. (x')> - 23* <u'(x)if(5)>1 3  X 1 3 Xj^Xj^ 1 3 V k  3
= 3* _<u' (x)uUx')> - 2<3 u'(x)3 uXx')>
%  ^  3 ^  ^  ^ 3
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Para demostrar esto ûltipio se sigue un camino anâlogo al tornade para 
desglosar el término de presiôn
111-27 3^<u’. (x)uMx')> = 3^ <u'. (x)uMx') > + 3^<u’. (x) u W x ' ) > 3 r,
 ^ 3 ^k 3 *^ k  ^ 3 ^k
y teniendo en cuenta
III-28 3.^ ,<u;. (î)uV(î')> = 3, , ^ ,<ut(x)u\(x')>3^, (x-x') =
Xk 1 J '*^ k *^ k' 3
= 3 < u((x)u\(x')>
^k  ^ 3
Conslderando que u(x) no depende de x',ni a su vez u(x') depende de x, 
podemos poner:
III-29 djç<u^(x)u’(x')> = <3^(u'(x)u'(x'))> = < ( 3^u'(x) ) u'(x ' ) > 
d^, <u^ (x) u^ (x* ) > = <3^ ,(u* (x) u'(x') ) > = < u'(x)3^u'(x') > 
Utilizando todas estas relaciones escribimos
III-30 <(3* uî(x))uyx')> = 3* <u'(x) u^ (x* ) > = 3_X3^ <u'(x) uT(x ') >) =
*k*k  ^ 3 Xk%k  ^ 3 *k *k 3
= O v  (x)u\ (x' ) > - 3 , (3 <u'(x)uMx') >)
*k ^k  ^ 3 x^ 3
= 3_ (3* <u!(x)ut(x')>) - 3 (3 ,<ut(x)u^(x')>) =
Xk 1 3 *^ k ^k  ^ 3
= 3^^ (3 <u'. (x) u^ (x') >) - 3 , (3 , <uj (x) u'(x') >) =
’'k k  ^ 3 ^k ^k  ^ 3
= 3y (x)u'(»')>- 2 0  uî(x)3 ,u;(x')>
*k*k  ^ 3 *k  ^ ^k 3
Se puede escribir la ecuaciôn de las correlaciones entre dos componentes
de la velocidad en puntos y tiempos distintos de forma anSloga a la de
las correlaciones para puntos y tiempos iguales:
III-31 3 <u! (x, t) u ^ (x', t') > + U (x,t)3 <u'. (x, t) u^ (x* , t ' ) > +c 1 J m x^ X J
+ <u'(Xft)u'(x',t')>3 U.(x,t) +X m x^ 3
+ 3% (<u^(x)ul(x,t)UjJj(x’,t')> + <pj^ (x,t){6^ u^ (x',t')+6j|^ u|(x',t')}> -
-v3^,<u*. (x,t)u;(x-,t')>) - <p’(x,t) O^.u'(x',f ))> +X 3 Xj
+ 2v<8 u'. (x,t) 3 u' (x',t') > = 0
En esta ecuaciôn hay un sumando que tiene la misma forma que el términ 
que antes llaraabamos de redistribuciôn,pero mientras que las fluctuaci 
nés de presiôn se producen en un punto,las fluctuaciones de velocidad 
a las que se transfiere energla estan en otro.Pero como la estructu­
ra es anâloga suponemos que el anSlisis anterior es tambien vSlido en 
este caso.Debido a la importancia que tiene el término de redistribuai 
para el problema objeto de este trabajo,intentaremos realizar un anâli 
sis mas profundo.Sabîamos por (4) que la presiôn en un fluido incompre 
sible en raovimiento satisface la ecuaciôn
V*p(x)=-3* (u.(x)u (x)).
*i*m ^
Descomponiendo el campo de velocidades en un campo medio al que se 
superpone una fluctuaciôn, u + u^
III-32 ?:p(x) = -3^ U,3 - 23 U,3 u; - 3* (utu;)
r o i  m l  1 m
y promediando al conjunto de Gibbs
III-33 V*P = -3 »i3. %  - 3* . <«!«;>
m l  1 m
Sustrayendo esta expresiôn de la anterior aparece una ecuaciôn para la 
fluctuaciones de presiôn p':
111-34 9*p' = - 23^ u p ^  u^ - 3* ^  « p -  + 3* <up^>
m i  X m 1 m
Se trata de una ecuaciôn diferencial de tipo ellptico.Si se suponen
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conocidas las fluctuaciones de velocidad y las correlaciones entre ellas, 
se convierte en una ecuacion de Poisson.A partir de III-34,aplicando 
el teorema de Green se puede obtener una expresiôn integral:
III-35 J dV(x')(v7*p'- p'7*v) = Ids(x')(vVp'- p'Vv)
'V(x') %
donde la integraciôn se realiza a funciones de x',siendo x el punto 
en el que se quiere conocer la fluctuaciôn de presiôn,V (x') el volumen 
a que se integra y S la superficie de la frontera de ese volumen.Toma­
mos como funciôn de Green v = 1/r, r = |x-x'|-Si el punto x se halla 
lejos del contorno del fluido,podemos escribir:
III-36 / dV(x') d/r)V*p' - / dS(x') (l/r)3„p* + /d.q(x’)3„(l/r)p' = -4:ip’(x)
V S " s
y sustituyendo 'V*p' por su expresiôn dada por III-34 obtenemos 
III-37 p' = (l/4x)/^' (1/lx-x- |) (23^ .U^ 3^ u’ + 3*.^ , (uluj) -
Si por el contrario el punto se halla en el contorno,la integraciôn 
ha de realizarse solamente a media esfera.Repitiendo el procedimiento 
anterior(Obtenemos para p^(x),fluctuaciôn de presiôn en el punto x del 
contorno:
III-38 p^(x) - {l/2it)/dS(x')/(|x-5’|) (3„P’(x')) =
•Sc
= ( /2,)^'/(|;-;'|)(23^.up^.up3*.^.(up^)-3*,^,<upp)
donde es la superficie del contorno.Estas expresiones muestran la 
dependencia de p'(x) del flujo medio,de las fluctuaciones de velocidad 
y de las correlaciones entre estas.Por ello escribimos p ' como
III-40 p'(x) - Pj^ (x) + p^(x)
donde es la parte de J.a fluctuaciôn de presiôn debida a la interac­
ciôn entre los gradientes de velocidad media y de la fluctuaciôn de 
velocidad,mientras que p,J, représenta la parte de fluctuaciôn de presiô 
debida a la interacciôn entre fluctuaciones de velocidad.A consecuenci 
de este desdoblamiento se desglosarân tambien los términos de distribue 
y de difusiôn ( que por razones de sencillez de notaciôn suponemos 
en los mismos puntos del espacio y tiempo):
III-42 <p'u^> = <Ph'*Î^  + <PT"î>
y sustituyendo p^ por la expresiôn correspondiente tenemos para el tér­
mino de difusiôn
III-43 <p'u'> = (l/2it)/ dr/(|r|)0^ U.(x+r)a^ <uj (x+r)u'(x) >) 
n V(r) 3
y para el de redistribuciôn
dr= -(l/2iT)/^^^^3^^U^(x+r)3*_^^<ui(x+r)u'(x)>-j-^-|- +
+ (l/2x)
Interesa aquî hacer una estimaciôn de la parte de la fluctuaciôn de 
presiôn debida al flujo medio y de la debida al acoplo entre fluctua- 
ciones de la.velocidad.Parece lôgico pensar que p^ serS la parte mas 
importante,debido al papel que hemos asignado al término redistribuidor 
Para hacer una primera estimaciôn se elige un flujo senclllo,con una 
variaciôn de velocidad media que es signif icativa solo en una direcciôn, 
3^U<<3yU,y ademâs suponemos que es vSlido el desarrollo en serie de
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Taylor •
III-45 3^ U(x+ry) = 3yO(x) + ry3*,U(x) + r^3*jU(x) +....
Se supone ademâs una cierta isotropla en las fluctuaciones de velocidad, 
es decir ,que son del mismo orden de magnitud las distintas componentes. 
Si se recuerda la definiciôn de energla turbulenta q,nos queda para la 
parte del término de redistribuciôn debida al flujo medio
III-46 <p^^3yU'+3^v')> = (1/5)<q*>3yU + (1/45)<q*>3^aU/”dr rf(r) +.. 
y para la parte correspondiente al término difusivo 
III-47 <p^u'> = (2/15)<q*>3*2U/"dr rf(r) + ....
donde f(r) esuna longitud de correlaciôn y la integral corresponde a 
su primer momento.
Si la producciôn viene dada por <v'*>3yU donde <v'*> = <q*>/2,entonces
i)solo el primer sumando del término de redistribuciôn <PM^3yU'+3%v')> 
représenta el 40% de toda la producciôn.
ii)el segundo sumando del término de redistribuciôn es comparable al 
primero del término difusivo.
CLASIFICACIÔN DE LOS FLUJOS REALES SEGÜN LAS CONDICIONES DE CONTORNO 
En el apartado anterior se han estudiado un conjunto de ecuaciones, 
derivadas de las de Navier-Stokes,para el movimiento turbulente de 
flujos reales.Pero dicho movimiento no estarS descrito si no se espe- 
cifican las condiciones de contorno.Recordemos que fijar unas condi-
clones de contorno u otras puede no solo hacer varlar la forma de las 
soluclones sino incluso hacer que estas existan o no.Al fijar unas con 
dlciones de contorno tenemos que particularizar y estudiar los distin­
tos tipos de flujo posibles.Las condiciones de contorno pueden èer 
fijas o libres.El ejemplo mas caracterlstico de una condiciôn de con­
torno fija es una pared y de una condiciôn de contorno libre el caso 
de un chorro.Hay una serie de flujos conocidos como 'sencillos'.Son 
flujos que aunque reales pueden ser idealizados.Por ejemplo,en varios 
de ellos se puede aceptar la bidimensionalldad.Estos son los flujos 
que en muchos casos sirven para ajustar los parSmetros de los modelos 
semiemplricos.De acuerdo con el tipo de condiciôn de contorno que se 
impone se clasifican en flujos con; 
i) Condiciones de contorno fijas :
1)Flujo entre dos plaças infinités paralelas siendo la distancia 
entre plaças 2h.El caso mas sencillo es aquel en que las paredes son 
lisas,aun cuando tambien se ha estudiado el caso de que una de las 
paredes sea rugpsa.El movimiento se produce por un gradiente de presiô
2)Flujo entre dos plaças semiinfinitas paralelas siendo la distanci 
entre plaças 2h.El movimiento se produce desplazando una de las plaças 
respecte a la otra con velocidad constante.
3)Flujo en un tubo de longitud infinita.
11)Condiciones de contorno libres
1) Chorro planotUn fluido es expulsado a través de una rendija 
con velocidad constante a un espacio exterior lleno del mismo fluido 
o de otro en reposo.La longitud de la rendija es mueho mayor que su 
anchura y por lo tanto puede ser considerada unidimensional.
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2)Chorro circulartSe trata de un flujo anSlogo al anterior,pero 
ahora,al ser el orlficio de salida un cîrculo,no es posible la conside- 
raciôn de unidlmensionalidad.
ill) Condiciones de contorno mixtas.
DCapa limite.Un contorno fijo y el otro libre.Es el tipo de 
turbulencia que aparece con mas frecuencia y por lo tanto al que se 
ha dedicado mayor interés.Se puede originar de formas muy diversas, 
por ejemplo:Mezcla en un canal de dos fluidos con distintas velocidades, 
capa limite tras un objeto piano en el interior de un fluido,capa 
limite tras un cuerpo de revoluciôn en el interior de un fluido.
2)Chorro de pared:.Se trata de un chorro que se mueve sobre una 
pared teniendo una parte de su contorno en contacte con otro fluido 
en repose o movlendose a una velocidad distinta.
Hay otros tipos de flujo turbulente en los que la turbulencia tiene un 
origen no mecSnico,p.ej. térmico.Los mas sencillos de entre ellos son 
la convecciôn libre turbulenta y la convecciôn turbulenta entre dos 
plaças.La existencia de una ecuaciôn adicional para la temperatura 
compllca considerablemante los cSlculos.Por ello los modelos semicmpi- 
rlcos no utilizan este tipo de flujos para sus ajustes (exceptuando, 
claro esta,aquellos modelos creados especificamente para ellos).
Entre todos estos flujos se admite en la bibliografia que los mas 
simples son el flujo entre plaças infinitas (flujo en un canal) y 
el flujo en tubo cilindrlco.Esto se debe en parte a la sencillez de 
la condiciôn de pared.Los cSlculos objeto de este trabajo se han reali- 
zado sobre un problema de flujo en un canal.
UN EJEMPLO DE FLUJO INTERNO:FLUJO EN UN CANAL
El canal consiste en dos plaças paralelas Infinitas en reposo una con 
respecte a la otra.Se toma como distancia entre las plaças el valor 
2h.El fluido es incompresible.El sistema de referenda es el cartesia- 
no (el flujo se considéra bidimensional) en reposo respecto de las 
plaças.Se toma como direcciôn del flujo Xj^  mientras que Xg es trans­
versal al canal.El origen se encuentra sobre la plaça inferior.El movi 
miento se debe a un gradiente de presiôn en la direcciôn x^.Para que
el flujo sea estacionario,este gradiente,|d P|,debe mantenerse cons-
1
tante en el tiempo.Si las dos paredes son iguales existe una simetrîa 
especular respecto al piano x^ = h.Esta simetrîa se rompe si una de las 
paredes pasa a ser rugosa mientras que la otra se mantiene lisa.Si la 
rugosidad es suficientemente importante aparece un nuevo gradiente no 
nulo de la presiôn en direcciôn p|,que da lugar a una reclrcula-
ciôn del fluido en la direcciôn Xg.
Nos ocuparemos aquî del canal de paredes lisas,aunque se haga alguna 
referenda al otro caso.El movimiento del fluido se suele caracterizar 
por una velocidad definida como
III-48 = (l/2h) j^\(X2)dXg
y el nûmero de Reynolds del canal vendrS dado en funciôn de esa veloci 
dad como Re = 4U^h/v .Cuando el regimen es laminar este tipo de flujo 
se conoce como de Poiseuille piano.Para que se produzca el paso al 
régimen turbulente el valor de Re deberS ser superior a un valor crî- 
tico.Este nûmero de Reynolds crîtico dependerû de las condiciones en
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que se realizan los experimentos.Existe un valor mlnimo de aproxima- 
damente 2 x 10^ y un mâxirao valor conseguido en el laboratorio de hasta 
10^.La mayor parte de las medidas expérimentales con nûmeros de Rey­
nolds mas altos se han efectuado en problemas geofisicos alrededor
7
de un valor de 10 .
Este flujo esté definido por el gradiente de presiôn media |d Pj y 
el tensor de rozamiento viscoso de las paredes r^.La velocidad media 
es solamente funciôn de Xg.U = U(x^).Se puede demostrar que en un flu­
jo de estas caracteristicas el gradiente de la velocidad media se man- 
tendrâ constante.En efecto,la ecuaciôn de Reynolds en este caso
III-49 = -3x^P
»X2<"2> = -9x/
integrando la segunda ecuaciôn
III-50 pCx^jXj) = p(xj^,0) - cUg^Xg .
Si en esta ecuaciôn hacemos Xg = 0 y x^ - 2h, concluimos |d^ p| = cte. 
En la primera ecuaciôn de III-49,los dos términos del primer miembro 
curoplen la misma funciôn y por ello pueden ser englobados en uno solo. 
Si llamamos T =v3 U y t_ = <u.u,> y definimos t = t + t_,podemosV  ^ t\ J. V i\
escribir esta ecuaciôn como
III-51 d T = -|d p|,
*2 *1
En la pared la velocidad debe anularse.Por ello tanto los campos de 
velocidad media como las fluctuaciones se hacen cero para Xg^O y X2=2h. 
Esto implica que en ambas paredes se anula el tensor de stress de 
Reynolds y se cumple
III-52 lim T = T =■ d*2 U(x )|
lim T = T = vd*2 U(x )| 
Xj+Zh ^2 2
Como se ha observado que |d^ p| = cte,es évidente que la variaciôn de 
T serâ lineal
*1
III-53 |t| = T g - (Tg/h)Xg
y de aquî podemos deducir una ecuaciôn para el gradiente de presiôn 
III-54 |d^^p| = Tg/h .
üsualmente las medidas no se refieren al gradiente sino a un factor de
fricciôn conocido como de Planning,f,definido como
III-55 s|d^ p 1 = Pe f (1/2) U*
donde s es el Srea de una secciôn transversal del flujo y Pe su perl-
roetro.
A continuaciôn se analiza el flujo de acuerdo con la variaciôn de 
su velocidad media U^Xgf-Se pueden distinguir très regiones:
1.- La regiôn adyacente a la pared.En ella la velocidad media puede 
depender unicamente de las condiciones locales.Teniendo en cuenta la 
condiciôn de contorno en la pared
III-56 Tg = -<Uj^U2> + U
puede definirse una velocidad de fricciôn u^ - .En esta regiôn
el papel de la viscosidad es muy importante ya que debido a ella no 
hay deslizamiento del fluido sobre la pared.La velocidad media en esta 
regiôn dependerS de x^,distancia a la pared,de la viscosidad v y de
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la velocidad de fricciôn,u^.Combinandoestas variables para obtener 
una expresiôn dimensionalmente correcta résulta
III-57 UfXg) = Ug f(y^) ; y^ = UgX^/v
%2 = %2 cerca de la pared inferior y $2 = 2h - x^ en la pared superior. 
Esta expresiôn es siempre vâlida en la proximidad de la pared,indepen- 
dientemente del tipo de flujo de que se trate.Se dice por ello que es 
un perfil universal de velocidad.Las medidas dan una aproximaciôn buena 
a esta ley,siempre que la distancia adimensionalizada y^ = x^/h sea 
pequena,pues solo en este caso se puede considerar t = = cte.
2.- Regiôn central del canal o "core".En esta zona la dimensiôn carac- 
terfstica es la semianchura h,por lo que la variable apropiada serâ 
yg = Xg/h.Como la viscosidad no desempena aquî ningûn papel especial, 
supondremos que la velocidad media no depende en esta zona de ella.
Para obtener mayor informaciôn estudiamos la ecuaciôn para la energîa 
turbulenta en esta regiôn
III-58 -<UgU2> d^ U = E + d^ (<U2P> + (l/2)<q*U2^).
Como en la regiôn viscosa se eligiô Ug como referenda de orden de
magnitud para t ,tomaren\ps ahora la misma.En el segundo miembro de
III-58 el  segundo tërmino debe ser del orden de Ug/h,lo que indica que
d U = u,/h y por lo tanto escribimos 
*2 ^
III-59 d U = (Ug/h)d g
2 ^c
donde g es una funciôn desconocida cuyo gradiente es del orden de la 
unidad.Integrando al centro del canal 
III-60 ü - U(h) = Ugg(y^)
Este tipo de dependencia recibe el nombre de ley deficitaria de 
velocidades.Aunque g(y^) es también una funciôn universal,su rango 
de validez no es tan extenso como el de f(y^),puesto que mientras est 
es vâlida para cualquier tipo de flujo ,aquella solo lo es para el cana
3.- Una regiôn de transiciôn entre las dos anteriores,conocida como 
capa inercial o flujo logarîtmico.Es una zona intermedia en la que se 
mantienen algunas de las caracteristicas del flujo prôximo a la pared, 
como la constancia del tensor de stress ( 34 ).Sin embargo el efecto
de la viscosidad ya no es del mismo orden.Por lo tanto esta no détermina 
la escala caracterîstica de la zona,asf como tampoco lo hace h por ser 
demasiado grande.La ûnica dimensiôn caracterîstica que encontramos es 
la propia distancia Xg a la pared.Para los ôrdenes de magnitud de las 
velocidades tomaremos como antes Ug,la velocidad de fricciôn.El gra­
diente de la velocidad media U^ tendrâ la forma
III-61 d^ U = cte. Ug/Xg
Al integrar esta expresiôn a una zona con un x^ tal que XgUg/v sea
grande y Xg/h pequeno,encontramos un perfil logarîtmico de velocidade
La ley anterior puede ser deducida de una forma mas rigurosa,solapando
asintoticamente los perfiles de velocidad correspondientes a las otras 
dos regiones.
El gradiente de velocidad media en la regiôn adyacente a la pared serâ
IH-62 d U = 3 .U d„ y^ = (ul/v)d f
Xj y+ %2 £ y+
mientras que en la regiôn central del canal
III-63 d U = 3^ U d y = (Ug/h)d g
*2 3Tc *2 ^
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Para que ambas funciones se solapen los gradientes deben de ser iguales 
III-64 (Uj/v)dy+f = (l/h)dy g
multiplicando esta expresiôn por Xg/u^ nos queda:
III-65 y dy+f = y^dy g = cte.
ya que f es solo funciôn de y y g es solo funciôn de y^.Integrando
résulta
III-67 f(y^) — > A + Bin + 0(l/y+) y+
gfy^) — > J + Ilny^ + O(y^) yc + 0
La obtenciôn de este perfil logarîtmico utilizando procedimientos ana- 
lîticos es uno de los mayores logros de la teorîa de la turbulencia. 
Con herramientas anallticas de naturaleza muy general se puede obtener 
un resultado especifico aunque las ecuaciones de movimiento para esta 
regiôn no puedan resolverse.La resoluciôn de estas es una piedra de 
toque para cualquier teorîa que se ocupe de la turbulencia y por ello 
a esta capa inercial se la considéra un tipo especifico de flujo.
El perfil que résulta de este anâlisis de las ecuaciones combinado 
con consideraciones dimensionales es:
X
Estudio de la energla turbulenta del flujo
Recordando que el tensor de esfuerzos es t = ,donde Xj^=<u|u2^
y T = 3 u y teniendo, en cuenta la ley que hemos deducido para
la velocidad media del flujo prôximo a la pared,se obtiene para el ten­
sor de Reynolds la siguiente expresiôn
III-68 Xg = u^(l - dy+f(y+))(l-y+/h+)
donde = hu^/v = (1/2) Re/f/2 .Al crecer y"*" se puede suponer que
la expresiôn correspondiente a f(y+) es la deducida en III-67.Sustitu­
yendo en III-68
III-69 x^ = u^ (l+B/y+)(l+y+/h+)
Si y*/h+ es pequeno (condiciôn necesaria para permanecer en la capa 
inercial) y B/y+ lo es tarabiô’n,la expresiôn anterior nos dice que el 
tensor de Reynolds es constants e igual a u* .Si esto se verifica, 
en la regiôn logarftmica las intensidades turbulentes deben ser iguales 
a m a  constante que multiplica a u|
III-70 <u£*> = D^u' , <u'^ *> = DgU^ , <u'j*> = DgU^.
Esto nos sugiere que en la regiôn logarftmica,la producciôn de energla 
turbulenta se encuentra equilibrada por la disipaciôn y la difusiôn.En 
ella tendrâ lugar principalmente un transporte y redistribuciôn de la 
energîa,
En esta capa,segûn los criterios de escala y similaridad manejados an­
tes, la producciôn <u^ u'2>d^ U es del orden de Bu|/y^.Se puede demos­
trar que la mâxima producciôn corresponde a y"*" = 12,y debe ser del 
orden de Bu|/4v.Los valores tîpicos de la energla turbulenta para el 
centro del canal se han calculado para el caso tridimensional y résulta 
ser <u^*>= u|. , <U2^ = <uÿ > = (l/2)uJ.Para el caso del canal simétrico
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(ambas paredes Usas) Tp y d U se anulan en el piano central.En las 
proximidades de este,son del orden de x^-h,mientras que se calcula que 
la disipaciôn es sesenta wces mayor en el centro del canal que cerca 
de las paredes.
Medidas y resultados expérimentales
Experimentalmente no es posible comprobar la ley logarftmica en la proxi­
midad de la pared de forma définitiva.Ello es debido a que las mejores 
medidas disponibles tienen un error superior al 20%.Sin embargo,las me­
didas realizadas en la capa inercial para distintos flujos se ajustan 
bastante bien a esta ley,incluso cuando el tensor de esfuerzos es solo 
aproximadamente cte.,como ocurre por ejemplo con el flujo en tuberfas 
y capas limites con gradientes de presiôn positives o negatives.
Las primeras medidas del perfil de wlocidad media en un canal fueron 
realizadas por Prandtl ( 28 ) empleando tubos de Pitot.Medidas posterio- 
res se hicieron utilizando hilos calientes en forma de sonda.La compro- 
baciôn de la ley logarftmica es hoy un paso obligado en la puesta a 
punto de experimentos con flujos internes.Recienteraente han aparecido 
dates de medidas efectuadas mediante laser (29 ) pero el método se halla 
todav.fa en Êise de puesta a punto y parece aventurado sacar conclusiones 
de estos datos.Las medidas disponibles de las correlaciones en el canal 
no son por desgracia tan numerosas.El primer trabajo en que aparecfan 
dichas medidas fuô publicado por Laufer (30).Un trabajo de medida muy 
sistemâtico,que vamos a tomar como referenda se debe a Comte-Bellot (31) 
y fué realizado para un canal simétrico.Hanjalic y Launder (32 ) midieron 
tambien las correlaciones,pero en un canal asimétrico,con una pared lisa 
y la otra rugosa.
Las primeras medidas sistemâticas y detalladas de un fl trjo turbulente 
interne fueron hechas en untubo mediante un sistema de sondas de hilos 
calientes por Laufer (1954).Para un mismo punto y tiempo midiô el ten­
sor de Reynolds < u'^ u^'^ > encontrando m a  buana coincidencia con la 
expresiôn que se ha deducido anteriormente.Tambiêm midiô las intensidade 
turbulentes < uj^  ^>, < , < u^ > y de ellas dedujo la variaciôn de la ener­
gla turbulenta a lo largo del tubo.Finalmente examinô la magnitud de cad
tërmino en la ecuaciôn de balance de energîa 111*10 
(1) (2) (3) (4)
»tEo + "m^x S  + ((l/2)<u',u'u;>) t 3 <pu’> =
m m  i
- + u(u^V'u;)
(5) (6)
Los términos (1) y (2) son nulos para un flujo turbulento completamente 
desarrollado y estacionario.El término de producciôn (5) se puede medlr 
con bastante exactitud,pero el error en el término disipativo (6) es muy 
grande,debido a que los vôrtices disipativos son pequenos.El término (3) 
se obtiene con muy poca exactitud en algunas zonas,por ejemplo en la 
inercial en donde es muy pequeno.Hasta el momento no existen medidas del 
término inercial (4) en este tipo de flujos,debido a que aun no se ha 
disenado ningûn Instruments adecuado que responda de forma suficiente­
mente râpida a las fluctuaciones de presiôn en esta escala..
Las fluctuaciones en la atmôsfera terrestre son mucho mayores y mas 
lentas que en este tipo de experimentos de laboratorio.Existen disenos 
de sensores que son capaces de medir las fluctuaciones de presiôn y de 
velocidad;los resultados obtenidos vienen afectados de un porcentaje 
considerable de error,pero concuerdan con la estimaciôn que hizo Laufer
71
a partir de la ecuaciôn III-IO del tërmino inercial,utilizando valores 
medidos para los térrainos restantes.
Cuando los modelos seraleropîricos mas sencillos fueron sustitu idos por 
otros mas compllcados en los que apareclan las correlaciones estas 
medldas debieron ser completadas .Rotta repitid las de Laufer para un 
canal entre dos plaças infinités paralelas.Hanjalic y Launder realiza- 
ron unas medidas muy complétas para un canal asimétrico.
Menciôn aparté nierecen las medidas publicadas por Comte-Bellot en 
1965.Se trata de un conjunto de medidas extraordinariamente sistemâtico 
y que proporciona la informaciôn m^s compléta de todos los trabajos ex­
périmentales obtenidos para un canal.Se trataba de un canal rectangular 
de paredes lisas.La longitud era de 12 m y la anchura 2h =0'100 m, 
elegidas para poder obtener nûmeros de Reynolds muy altos y que la regiôn 
inmediata a la pared fuera accesible a las sondas de hilos calientes.
La anchura del canal era trece veces su altura y la mayorïa de las medi­
das se realizaron en la seccidn central del mismo (el piano que une las 
lîneas centrales de los dos lados mayores),de forma que se aproxima 
tanto al flujo bidimensional que los resultados se pueden comparar 
directamente con las predicciones teôricas.El fluido utilizado fuê 
aire.Las velocidades medians del flujo variaban entre 5 y 42 m/s segdn 
las distintas medidas y los nûmeros de Reynolds entre 57x10^,250x10^.
En nuestro trabajo utilizareraos estas medidas como re ferencia,por ser 
las ûnicas que incluyen tablas para correlaciones entre componentes 
de la velocidad medidos en puntos distintos del espacio y del tiempo.
Las deraSs medidas publicadas se refieren a stresses de Reynolds o inten- 
sidades turbulentas medidas en los mismos puntos del espacio y del tiempo,
ya que los modelos semiempîricos consideran la turbulencia como un 
fendmeno local.Como una continuacidn de este trabajo apareciô en 1976 
otro realizado por Sabot y Comte-Bellot (33) para un tubo cilîndrico 
que puede tambien sernos de utilidad en la regidn prdxima a la pared.
A partir de las coincidencias entre estos trabajos se pueden sacar 
algunas conclusiones.Debemos subrayar tambien algunas discrepancias 
Importantes.La visidn del flujo que se obtiene podrla ser resumida 
asI;De acuerdo con el perfil de velocidad media se pueden distinguir 
en el flujo tres regiones o capas:
i) Zona inmediata a la pared.-En ella prédomina la accidn de la visco- 
sidad y las medidas mas recientes distinguen aquî dos subcapas.Una, 
muy delgada,pegada a la pared,a la que a veces,en forma impropia,se 
llama "capa laminar".En esta capa la accidn de la viscosidad amortigua 
las posibles fluctuaciones,de forma que la correlaciCn entre ellas es 
despreciable y la velocidad media es nula aunque el flujo no pueda ser 
considerado como laminar.Entre esta regiôn y la capa inercial o loga- 
rîtmica hay una zona conocida como “buffer layer",capa tope o de re- 
tenci6n,lugar donde entran y salen cosas.Y lo que sale y entra en esta 
capa es el moraento,pues esta regiôn corresponde a la mâxima produceiôn 
de energîa turbulents.Err ella se producen "sweeps",sumideros y "bursts 
fuentes de energîa turbulents,en los que el stress de Reynolds alcanza 
valores que pueden ser cinco veces mayores que los que se detectan en 
resto del fluido.Para una anchura adimensionalizada del canal de 
y^ = 10^,la regiôn de producciôn se extiende desde aproximadamente 
y*= 5 hasta y'*'= 30, ( 34) , ( 35) i ( 36) .
li)Capa inercial o logarîtmica.-En ella el stress de Reynolds es aproxi
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madamente constante,de forma que la producciôn conpensa la disipaciôn 
y los términos difusivos;en esta zona domina completamente el trans­
porte inercial.
iii).-"Core" o regiôn central:La velocidad media viene dada mediante 
una ley deficitaria que se puede aproximar bien por una parâbola.El 
perfil de velocidad no es tan universal como el de la zona logarît­
mica,ya que p.ej.es distinto en el canal y en el tubo cilîndrico.Las 
medidas de Comte-Bellot dan para el stress de Reynolds valores que 
disminuyen desde la zona de producciôn en la regiôn inmediata a la 
pared hasta el centre del canal.Es necesario suponer que parte de la 
energîa turbulente producida cerca de la pared se transmite al centre 
del canal.Esta trahsmisiôn se hace por difusiôn a través de la capa 
inercial,ya que cuando decimos que los términos de difusiôn son peque- 
nos nos referimos a su comparaciôn con el orden de magnitud del trans­
porte inercial en la zona.
Cuando el canal no es simétrico,como en el caso estudiado por Hanja­
lic y Launder en que una pared es lisa y la otra rugosa,el piano y^ de 
cizalladura nula no coincide con el de velocidad mâxima yj^ .El piano 
Y q se encuentra mâs cerca de la pared lisa que y^^y a su vez 
el piano de disipaciôn nfînima yg se encuentra mas cerca que y^ de 
dicha pared.Entre y^ e y^  ^ existe un volumen de fluido para el que 
la producciôn es negativa.No se puede interpreter como disipaciôn 
viscosa pues el fenômeno tiene lugar a nûmeros de onda bajos al con­
trario que ësta.Algunos autores creen que parte de la energîa turbu­
lente del rango inercial vuelve a pasar al flujo medio.Por otro lado 
hay que hacer noter que la contribueiôn cuantitativa de este fenômeno 
no es muy importante.
Entre los trabajos de Comte-Bellot y de Hanjalic y Launder,se observa 
algunas discrepancias.Por ejemplo,H.& L. encuentran universalidad 
en el perfil de velocidad media para nûmeros de onda mucho mas bajos 
que C-B.Ademas,en las medidas de energîa turbulents,C-B encuentra una 
anisotropîa muy acusada en la direcciôn del flujo que no es detectada 
por H & L.Todo ello hace pensar que se necesita mâ^ s trabajo experimen­
tal en la materia,lo que debido a la dificultad de mejorar los métodos 
existentes de determinaciôn de velocidades mediante sondas de hilos 
calientes no se realizarâ hasta que los métodos de determinaciôn por 
laser estén a punto.
Modelos semiempîricos para la turbulencia
Decîaraos que las teorîas de cierre de la jerarquîa de ecuaciones 
obtenidas a partir de la ecuaciôn de continuidad y de transporte de 
momento para un fluido incompresible se ocupan siempre del caso mas 
sencillo,la turbulencia homogênea e isôtropa.Pero lo que en la mayo- 
rla de los casos lleva al estudio de la turbulencia no es este flujo 
especîfico e ideal,sino la necesidad de efectuar câlculosy prediccio­
nes para los flujos reales.La necesidad de encontrar una scluciôn que 
sirviera en los problemas de ingenierîa en que aparecen flujos turbu­
lentes llevo a formular*los modelos semiempîricos.
La hipôtesis fundamental de estos modelos es la posibilidad de sus- 
tltuir las correlaciones por exprèsiones mas sencillas que sean una 
combinaciôn causa-efecto.En los modelos mas avanzados esta sustitu- 
ciôn se hace en los distintos sumandos de la segunda ecuaciôn de la 
jerarquîa.Hasta el momento no existe ningûn modelo aplicable a flujos 
con gradientes signif icativos en mâs de una direcciôn/=omo ocurre por ejem
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en los flujos con recirculaciôn.La estimaciôn de cada modelo,debido al 
fin prâctico que persiguen,no se mide unicamente por la simulaciôn 
flsica sino que intervienen otros factores,como son el tiempo de com- 
putaciÔn,complejidad de esta,etc.
Entre los primeros modelos estan los mas conocidos:E1 de viscosidad 
de vôrtice (eddy viscosity),debido a Boussinesq y el de longitud de 
mezcla (mixing length),propuesto por Prandtl.Aunque las aproximaciones 
realizadas son bastante primitivas,su simplicidad hace que todavia 
sean empleados en ingenierîa.
Puesto que como hemos visto,tanto el tensor de viscosidad como el 
tensor de esfuerzos drenan la energîa del flujo medio,puede probarse 
sustltuir las correlaciones por una analogla del tërmino viscoso: 
un gradiente de velocidad media multiplicado por un factor que por 
analogla se llamô viscosidad de vërtice.
III-61 <u^u^> = "
En principio se tomë para un valor constante,pero modelos mas avan­
zados proponen una forma funcional,si bien sencilla.Prandtl propuso 
una expresiën inspirada en la teorla cinética de los gases,donde apa- 
rece una longitud de mezcla (mixing length) 1^
III-62 = V t
donde V^ _ es una velocidad turbulente expresada como funciën a su vez
Im
III-63 V^=l^|3yü|.
Como vemos,el modelo de viscosidad de vërtice no toma en cuenta ninguna
propiedad de la turbulencia.Modelos mas aproximados se obtendran a 
partir de sustituciones en la ecuaciôn para las correlaciones.Las c 
relaciones tomadas en cuenta por los modelos semiempîricos que se 
ocupan de esta ecuaciôn son aquellas para las velocidades tomadas e 
los mismos puntos del espacio y del tiempo.Esto se debe a que las m 
das se hacen mucho mas complétas cuando se trata de obtener correlac 
nés en puntos distintos.Desde el punto de vista de la DIA,como hemos 
notado en el capîtulo anterior,esto no tiene sentido.pero nos parece 
conveniente un breve anâlisis,teniendo en cuenta el êxito alcanzado 
para la mayorïa de los flujos sencillos.Aunque alguno de estos model 
fuë propuesto en fechas tempranas (1951) su desarrollo se viô afectad 
por las escasas posibilidades de computaciôn existentes entonces.El 
mas reciente,desarrollado por Hanjalic y Launder ( 5 ) en el Imperi 
College de Londres se aplica con ëxito a mas de trece distintas clas 
de flujo.
El modelo de Rotta de 1951 ( 37 ) fuë el primero en proposer dentro 
de la ecuaciôn para las correlaciones una simulaciôn para el tërmino 
de redistribuciôn.Para ello parte del anâlisis,realizado en las pagi 
nas anteriores,de la presiôn.Segûn III-45,el tërmino de redistribue! 
se puede expresar como .
III -64 <p3 u’>(x) = -(1/271)/ dV r” 3^ U(x+r)<3 u'(x+r) 3 u'(x)> +
Xj 1 v(r) ^1^ ^  j^ ^
+(1/477)/ dV r“ <^3* tV uI(x+r)3 u'. (x)>
V(r) ™ ^3
Si la velocidad media se hace cero,solo permahecerâ el segundo suman 
do de esta expresiôn.Este sumando corresponde pues al efecto de correl
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presiôn-gradlente de velocidad en el caso homogëneo e isôtropo.Sabemos
que de alguna forma,el tërmino ,redistributivo tiende a restablecer la
isotropIa.El tërmino <p3 u'. > représenta un transvase de energîa a la
^i  ^ -
direcciôn i,que serâ positive si la componente i de la fluctuaciôn de 
velocidad es menor que las restantes componentes y negative en el caso 
contrario.Se supone enfonces que este tërmino serâ proporcional a 
I(3/2)<u^^>- Eq I donde Eq viene dado por Eq = (1/2)<u|u^>.Teniendo en 
cuenta las dimensiones del tërmino anterior,Rotta elige
III-75 <p3x U|> = -Kp/Ë/L ( <U^ >-( 2/3 ) Eg)
donde L es una longitud de correlaciën (entre componentes de velocidad 
normales al vector que une los dos puntos)
III-76 L = /J°dr g(r) , g(r) = <u^ (x) u^ (x ' ) >/(<u^ ’(x) ><u^*(x') >) ^ ^
(x')
vjli (x)
mientras que el tërmino que incluye las derivadas cruzadas vendrâ dado 
por
III-77 "=P(^x."i ^  = -Kp/ËQ/L(<u^u^> - (2/3)6^^Eg)
Para simular la parte anisôtropa,recordando el desarrollo de 3^ en
m
serie de Taylor (III-4 6)
3, U. (x+r) = 3 U. (X) + ... .+ I (1/s:) j; ... I 3®'^^Uj(x) r^ ..r^
m ra s=l Uj^ =l . ^
escribiraos para el primer sumando de III-74
III-78 <p^ 3x.ui(x)> = "l(x) X "l(*) ^n j  + ......
] m m n
donde , son coeficientes tensoriales cuyo nûmero puede
reducirse considerablemente a partir de las relaciones existentes entr 
ellos.Los valores restantes pueden determinarse por ajustes a un caso 
sencillo.Para ajustar Rotta utilizô datos de turbulencia homogênea 
e isôtropa,y para los coeficientes a y b,medidas de la zona logarîtmi 
ca del canal,En su primer trabajo de 1951 que corresponde al modelo 
mas sencillo, Rotta toma para L diversas prescripciones semiempîricas como 
la longitud de mezcla en un tubo cilîndrico.En un trabajo posterior,dé­
riva mediante integraciôn una ecuaciôn para L,con lo que su modelo pasa 
a constar de tres ecuaciones:la de la energîa turbulente,la de las co- 
relaciones y la deducida para L.
Hay que hacer notar que para el tërmino de redistribuciôn debla haberse 
utilizado la ecuaciôn III-39 en vez de la III-37 en los casos en que 
el modelo se aplica cerca de la frontera,como es el caso de la capa 
logarîtmica.Al tomar IXI-37 se estS despreciando la contribuciôn de la 
integral
III-79 s^j = (l/2n)J dS^(x+r)(l/r)3^p'(x+r)
Bradshaw demostr6 (38) que esta integral contribuirla en forma
efectiva siempre que el tamano de los vôrtices que llevan la energîa 
fuera del orden de la distancia a la pared.Como esta condiciôn se satis 
face siempre en los flujos internos,Irving diô una expresiôn que permi­
ts calculer s^ ^^  por el mëtodo de las imSgenes,:
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III-80 <p3„ u’.> = (1/4tt)/ dV (1/r + 1/r*) f 3^ U. (x+r)- 
’'j ‘ Vol *
3^.u:(Î)> + <3^ uju/tZ+Z)3^ _u:(X)> ]  
i ] 1 m ]
r* = X* - X, X* es la imagen de x respecto a la pared.
El modelo de Launder-Reece-Rod! incluye esta modificaciôn para la simu­
laciôn del tërmino inercial.Es algo diferente del de Rotta,pues en 
lugar de una ecuaciôn para la longitud de correlaciôn L dériva una ecua­
ciôn para la energîa disipada e.
En resumen,la mayorïa de los modelos semiempîricos de mas de dos ecua­
ciones han utilizado el problems objeto de este trabajo,flujo turbulente 
en un canal formado-por dos superficies infinitas,para ajustar sus cons­
tantes.Estos modelos han hecho determinadas simpiificaciones,que dado 
el buen acuerdo de sus i^sultados con los datos expérimentales,pueden 
ser consideradas vSlidas.De acuerdo con ello el flujo en la zona iner­
cial del canal tiene las siguientes caracterîsticas:
i)En ella domina el efecto debido al tërmino que hemos llamado redis­
tributive de la ecuaciôn para las correlaciones.
ii)En el tërmino redistributive se pueden distinguir tres partes:una 
debida a la velocidad media,una contribuciôn en forma de integral a la 
pared y otra debida a las velocidades fluctuantes,que es la ûnica que 
tiene un valor no nulo en la turbulencia homogênea e isôtropa.
iii)De los sumandos anteriores,el mas importante es el debido a la ve­
locidad media,y en la mayorïa de los modelos semiempîricos se desprecian 
las otras dos contribuciones.
iv)En la zona inercial se suele considerar pequeno el tërmino difusivo. 
En el centre del canal en donde esta aproximaciôn no es factible,soïo 
se tienen en cuenta las triples correlaciones.
APLICACION DE LA DIA A FLUJOS REALES.CALCULO DE LOS SE6UND0S 
MOMENTOS DE LA VELOCIDAD EN LA REGION LOGARITMICA DE UN CANAL.
Aunque la aproximaciôn de la interacciôn directe se desarrollô origina 
mente para la turbulencia homogênea e isôtropa,puede extenderse a la 
turbulencia en el caso general,no isôtropa e ihhomogênea.Esta extensiôn 
ha sido hecha con toda generalidad (7,8) para cualquier tipo de condi­
ciôn de contorno.Por razones de extensiôn agui se expondrS ya aplicada 
al problema que nos ocupa.
l.-APLICACIÔN DE LA DIA AL FLUJO ENTRE DOS PLAÇAS PARALELAS INF IMITAS
La ,primera dificultad que plantea la aplicaciôn de la DIA a los flujos 
con cizalla es la eliminaciôn de la presiôn en funciôn de las velocida 
des.En la turbulencia homogênea e isôtropa esta dificultad no aparece, 
ya que es factible el paso al espacio de onda y el operador diferencia 
Pj^ j^ (V) se convierte mediante esta transforméeiôn en un factor M^j^(k) 
La componente i de la velocidad en el punto (x,t) de un flujo turbulen 
to incompresible en un dominio V,debe satisfacer:
•0^-vV*)u^ = -Uj3 u ^ - 9 ^ p
La presiôn debe satisfacer
= -3x^x ("l"j)'
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El slsteroa de las dos primeras ecuaciones lleva impuestas como condi- 
ciones de contorno
IV-1 u(x) = 0 para Xg^O
mientras que la tercera debe satisfacer en el contorno la condiciôn
lV-2 3_ p = va^jU-, x_=0
*2 X, +
X2=2h.
Si D(x,y) es la funciôn de Green para el canal,soluciôn de
IV-3 V*^D(x,y^ = 6(x-y)
con la condiciôn de contorno
IV-4 . 3 D(x,y) =0, x_ = 0
*2 ^
Xj = 2h,
se puede escribir entonces la presiôn como:
IV-5 p(x,t) = -/dy D(x,y)3y y {u^ (y,t)vK(y,t)} + /dy^ d^y^ DIx,/) S^ u^^  (Yg,t)
donde B es la superficie de contorno,en el caso del canal las pa­
redes X2=0 y X2=2h.
Por otro lado,hay que tener en cuenta que ademas el movimiento 
del flujo se debe a un gradiente de presiones exteriores que deben 
satisfacer
IV-6 9*Pext = 0; ^x^Pext = 0,X2=0,2h.
En III-55 hemos visto que para el flujo completamente turbulent© esta 
presiôn exterior viene dada por
:V-7 Pext = -*ll^x/l-
Sustituyendo IV-5 en la ecuaciôn de Navier-Stokes se obtiene una expre­
siôn en la que ya no aparece la presiôn;
IV-0 0^-vV*)Uj^(x,t) = -L^ j(9)Uj(x,t) - (V2)P^j^(9)(Uj(x,t)u^(x,t)) Pg^ .
Los operadores L y P vienen dados como
IV-9 iij(V)f(x) = «j2v3^^/gdy^dy^D(x,y)9y^y^^(y)
IV-10 P,.^(9) =
IV-11 ?^j(V)f(x) = 5^jf(x) - /ydy D(x,y)3*^y^f(y).
El dominio de integraciôn viene dado por
” , 0 1 %2 1 2h , -” 1 Xg 1
Se observa que IV-9 es un tërmino de contorno ya que la integral se
extiende a la superficie que limita el flujo y aparece una dependencia 
en la viscosidad-
Siguiendo el procedimiento utilizado anteriormente podemos derivar 
la ecuaciôn de Reynolds para este flujo turbulento en un canal.Descom- 
ponicndo el campo de velocidades u^ en un campo medio U^(x,t) al que 
se superpone una fluctuaciÔn u^(x,t),sustituyendo en IV-8 y promedian- 
do estadîsticamente a las distintas realizaciones del flujo;
IV-12 (3,.-vV*)U^(x,t) + L^ j(9)U(x,t) = -(l/2)P^jJV)(Uj(x,t)U^(x,t)) -
donde represents la correlaciôn entre la componente j de la fluc­
tuaciÔn de velocidad en (x,t) y la componente m tambien en (x,t) .
De forma anSloga se obtienen las ecuaciones para las correlaciones 
Qin(x,t;x’,t*) y para la funciôn de respuesta infinitesimal.Ya que
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 ^ = <u| (x, t)u/^  (x',t ' )> bastarS multiplicar I V - 8  a la izquier- 
da por u^(x',t'),tener en cuenta algunas propledades de la derivaciôn, 
como se hizo en III-7 , promediando estadlsticamente a las distintas 
reallzaciones nel flujo.La expresiôn que se obtiene es:
IV-13 0^-vV*)Q^(x,t;x;t') + L^ j(9^ )Qj^ (x,t;x;t') =
“ “Pijm^V (U„(x,t)Q^^(J,t;x'f)) - (l/2)P.jj^(V^)S^^(;,t,5,t;x:f)
En esta e x p r e s i ô n , represents las triples correlaciones y estâ de- 
finido en general como:
IV-14 Sjj^^(x,t;xît';x?t") = <Uj(x,t)u^(x',t')u^(x",t")> .
Definlamos la funciôn respuesta infinitesimal como
^ 6Ui (x,t)
G,,(x,t,x',t.) . > t > f
0 t < t’
La ecuaciôn para la funciôn de respuesta infinitesimal se obtiene supo- 
niendo una pequena perturbaciôn en el campo de velocidades 6uu(x,t) 
originada por una pequena variaciôn ôf^^x',t') de la fuerza ®x.^ext 
que origina dicho campo.Si ademSs se desglosa el campo sin perturber 
en un campo medio U^(x,t) al que se superponen fluetuaciones u|(x,t), 
se obtiene para la perturbaciôn del campo de velocidades 5uu(x,t)
IV-15 0^-v7^)6u^(î,t) + L^(V^)6u^(x,t) + (Ujj^ (î,t)ÔUj(x,t)) +
+ (Uj^ (x,t)6Uj(x,t)) = 6f^ (x,t)
y de aquî
6u^(x,t) = /J^t'G^jj(x,tfx',t') fif^(x',t')
donde G^^(x,t;x',t') es J.a soluciôn de
IV-16 0^.-v9^)G^(x,t;x',f ) + L^ j(9^ )Gj^ (x,t;x',t') +
+^iim(V (U^ (x,t)Gj^ (i^ ,t;x' ,t') + =
= 6^{(x-x')6(t-t').
El tërmino H représenta en general:
H^^„(x,t:xîf ;x-,t") = <u^ (x-,t< ) >
Las ecuaciones estadîsticas del movimiento IV-13 y IV-16 son exactas. 
Sin embargo hay que cerrarlas mediante una aproximaciôn ya que en ella 
aparecen mementos estadlsticos de orden tres siendo ecuaciones para 
mementos de orden 2.Se trata por lo tanto de obtener para y para
expresiones en funciôn de y G^^ mediante la aproximaciôn de 
interacciôn directa.Para ello se sustrae la ecuaciôn de Reynolds para 
el campo medio de velocidades IV-12 de la ecuaciôn IV-8 para el campo 
de velocidades
IV-18 vV*)uj(x,t) + Lj^ j(7)u^ (x,t) + (Uj(x,t)t:\;(x,t)) =
-d/2)Pj^ j^ (9) (Uj(x,t)u^ (x,t) - Q^ jjj(x,t;x,t))
El primer miembro de esta ecuaciôn describe el efecto de las fuerzas 
viscosas,el contorno y el flujo medio sobre las fluctuaciones de ve­
locidad.El segundo miembro describe la interacciôn del campo fluctuan­
te consigo mismo.Si falta este segundo miembro,la soluciôn de IV-18 es
IV-19 uj.^ *^ x^,t) = /d’x G|°Nx,t;x’,tjj)uj (x’,tp)
donde es la funciôn de Green de orden cero,soluciôn de la ecuaciô
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IV-16 al prescindir del sumando que imcluye .
El campo fluctuante u^(x,t) se puede desarrollar como serie funcional 
de potencies de u'^ ^^  y si se considéra en IV-18 el segundo
miembro como una perturbaciôn y se resuelve la ecuaciôn por iteraciôn. 
Sustituyendo esta serie en IV-14 se obtiene una expresiôn para 
en funciôn de u'^^^ y de G^^^.Para poder promediar estadlsticamente 
es necesario hacer la hipôtesis équivalente a la H-1 de la turbulencia 
homogênea e isôtropa:
H1-- u'(x,tp) tiene una funciôn de distribuciôn de probabilidad 
gaussiana.Por lo tanto,siendo u'^^\x,t) una funcional lineal de u'(x,tg), 
su distribuciôn de probabilidad serâ tambiên gaussiana.
Al promediar estadlsticamente,cualquier momento de u se podrS expre­
sar segûn las reglas para distribuclones gausslanas.Los resultados de 
este procedimiento son;
IV-20 Sj^^(x,t;x' ,t' ;x",f) =
= -/d’y ( ^ G ^  (x,t:y,s)Pg^m[(^'(x',t';y,s)0^(;",t";y,s)] -
(^,t';y,sp^(V)[Q^^)(x,t ;y,s)0^ (x",t";y,s)] -
(x",t";y,s)Paj^ (7)QQT'j^ (x,t;y,s)f^ x^’,e;y,s)]] } +
"0
+ (términos de orden superior).
De igual forma,la funciôn de respuesta infinitesimal se considéra como 
una serie funcional de potencies de u'^ ^^  y de gP  si en IV-16 se consi­
déra el ûltimo sumando del primer miembro como una perturbaciôn.Proce- 
diendo iterativamente y teniendo en cuenta la hipôtesis 1 queda:
IV-21 H^|^j.(x,t;x;t';x’ït^ ") = - /dy/^ds G]a(X't;y,s)Pg^(7y)[(^' (x',t';y,s)
G^^(y,s;x",t’) ]
+ (t&mlnos de orden superior).
H2.- La serie iterative para y H ,puede truncarse en el pri­
mer orden haciendo Q y G iguales a y G^^^ respectivamente.
Usando esta hipôtesis queda:
IV-22 Sj^^(x,t;x',t';x",t") =
= -/dy{Jj!ds Gj^(x,t;y,s)Pg^(7y)[(^(x',t';y,s) 0^(x",t'^y,s)]
® ^ ma<*’ y' ^abc(x,t;y,s)0^(x'',t'';y,s)] 
4^® Gj.g(x",t";y,s) Paij^ ,(Vy)[Q^ (^x,t;y,s)(:^ (xVf ;y,s) ] }
IV-23 Hjj^(x,t;x',f ;x",t") =
= -/dy4:,dsGjg(x,t;y,s)Pg^(9y)[(^(x',t';y,s)G^^(y,s;x",t")]
En este caso la hipôtesis 1 de la DIA es menos restrictive,ya que la 
condiciôn de normalizaciôn se impone sobre una condiciôn inicial,en vez 
de hacerlo sobre una fuerza ficticia.
Las ecuaciones estadlsticas IV-13 , IV-14 , IV-17,con las expresiones obte­
nidas utilizando la aproximaciôn de interacciôn directa para los têrmi- 
nos de interacciôn,que son IV-20 y IV-21,forman un sistema cerrado de 
tres ecuaciones integrodiferenciales acopladas entre si.La resoluciôn 
de este sistema con las condiciones de contorno correspondientes al ca­
nal nos permitirâ calcular el perfil de la velocidad media.Sin embargo
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con el anâlisis matemâtico existante hoy en dia este câlculo no es po- 
sible.Dada la complejidad de las ecuaciones tampoco es factible su re­
soluciôn numérica.DiverSOS autores (Orszag,Leslie,Herring) han hecho 
estimaciones acerca del nûmero de puntos que se precisan para la discre- 
tizaciôn,si se quiere abordar de esta forma el problema,y estas dan ci- 
fras muy superiores a la capacidad operativa de los computadores mas 
modernos (serie ICL 2900).Hay que intentar por lo tanto introducir to- 
das aquellas simplificaciones que permitan las caracteristicas propias 
del problema y buscar alguna forma de comparar los câlculos hechos uti­
lizando la DIA con los experimentos disponibles.
Para ello se ha pensado (23) en un câlculo de las correlaciones entre 
componentes de la velocidad en un flujo cuyo perfil de velocidad sea 
bien conocido.Leslie sugiere por ello que el flujo adecuado es la capa 
logarîtmica.Hay que tener en cuenta dos grandes ventajas que présenta 
este flujo:ser el ûnico cuyo perfil de velocidad ha sido predicho por 
procedimientos analîticos y existir para él medidas para dichas 
correlaciones en puntos y tiempos distintos.Este câlculo ha sido el ob­
jeto de nuestro trabajo.
CÂLCULO DE LAS CORRELACIONES ENTRE COMPONENTES DE VELOCIDAD EN LA 
CAPA LOGARITMICA EN UN CANAL.
Como se apuntaba antes,teniendo en cuenta las caracteristicas del pro­
blema,veamos que simplificaciones se pueden introducir en el sistema 
formado por las ecuaciones IV-13 y IV-16.En la seccion3 vimos que en 
la capa inercial la producciôn viene equilibrada por la difusiôn y la 
disipaciôn.Recorderaos que los resultados expérimentales indicaban que 
en el canal existîa una regiôn de producciôn en la zona intermedia
(buffer layer).correspondiendo a nûmeros de onda muy bajos.Esta ener­
gîa es transportada en la zona inercial desde la regiôn de producciôn 
hasta la zona central y de los nûmeros de onda bajos a los altos en 
los que es disipada.En la zona inercial,la mayor parte de la energîa 
corresponderS a los nûmeros de onda bajos y por lo tanto la disipaci 
que tiene lugar en los nûmeros altos serâ poco importante.De aquî que 
en la ecuaciôn de las correlaciones y en la de la funciôn de respues 
ta infinitesimal para el flujo logarîtmico se pueda considerar pequen 
y despreciar el tërmino
Analicemos el papel del tërmino que incluye a L^j(7).Este tërmino 
corresponde a una integral sobre el contorno que va multiplicada por 
la viscosidad.Corresponde asî a la integral de superficie III-80,que 
ha sido despreciada en la mayorïa de los modelos semiempîricos.El bue 
acuerdo logrado por estos modelos con los resultados expérimentales 
nos lleva a proponer aquî esta misma simplificaciôn.Si la capa logarî 
mica tuviera sus contornos perfectamente definidos,el tërmino que in­
cluye j (7) séria nulo,ya que la capa logarîtmica no llega hasta el 
contorno del flujo.Debido a que el flujo logarîtmico estâ definido de 
forma asintôtica,las condiciones de contorno son muy dificiles de imp 
ner y nos vemos en la nefcesidad de incluir en nuestros câlculos tam- 
biën la regiôn comprendida entre la capa logarîtmica y la pared.Cons 
deraremos por tanto de forma anâloga a como lo hacen los modelos semi­
empîricos que el tërmino con L^j(7) es pèqueno y al despreciarlo susti 
tuiremos su efecto por una condiciôn impuesta en la pared.Esto modifi- 
carâ a las correlaciones en la regiôn viscosa pero no en la capa iner­
cial que es en la que estâmes interesados.Las ecuaciones IV-13 y IV-16
89
toman la siguxente forma,de acuerdo con las hipôtesis que hemos hecho 
para el flujo logarîtmico en un canal.
IV-24 3^Q^(î,t;î',f) + P^ j^ (7jj)(U„(x,t)Qjj,(x,t;J‘,t')) =
-d/2)P^.^(V^)S.^(x,t;x,t;x*,f)
IV-25 3 G (x,t;x',f) + P (7J (U (x,t)G. (x,t;x’,t’)) =V ui ijm X m jn
= 6^6(x-x’)6(t-t') - Pijm(^"jrm(*'*^'*'t:x''t')
donde y corresponden a las expresiones IV-22 y IV-23 respec­
tivamente. Los términos de estas dos ecuaciones pueden ser comparados 
con los términos de la ecuaciôn III-31.Teniendo en cuenta que el ope­
rador estS definido como:
Pijm(?x) = »x ^ i j < V  + V P i m < ^ >m ]
Pim(?x)f(x) = «ijf(î) - M y  D(x,y)8*^y^f(y)
siendo D(x,y) la soluciôn de la ecuaciôn 7*^D(x,y) = 6(x-y) con la 
condiciôn de contorno 3^ D(x,y) = O.Xg = 0,2h.Segûn esto,en el segundo 
sumando del primer miembro de la ecuaciôn para las correlaciones estan 
incluidos el tërmino convectivo,el de producciôn y parte del tërmino 
inercial de III-31.Tanto en el tërmino distributivo como en el difusivo, 
hay una parte que depende (a través de la presiôn) de la velocidad me­
dia y esta serâ la incluida en el segundo sumando del primer miem­
bro de la ecuaciôn para las correlaciones.En çuanto al segundo miembro 
de esta ecuaciôn,la parte de este tërmino en la que la 6^^ asociada a 
P^j(7) actûa sobre corresponde a las triples correlaciones,mien-
tras que aquel sumando en que actûa la integraciôn corresponde alos 
sumandos restantes del tërmino redistributivo y difusivo debido a la 
interacciôn de las fluctuaciones entre sî.Recordando la discusiôn de 
ôrdenes de magnitud relativa para la parte de los términos redistribu­
tivo y difusivo debida a la velocidad media y aquella debida a la int 
racciÔn de las fluctuaciones,realizada en la secciôn III,pag 7&podemos 
afirmar que el segundo miembro de las ecuaciones IV-24 y IV-25 es 
pequeno frente al segundo sumando del primer miembro.Puede,por lo tant 
plantearse un procedimiento iterative para la resoluciôn del sistema 
de ecuaciones.
y por ûltimo,la simetria comprobada empiricamente entre las direccio- 
nes Xj^  y x^ nos permite,como ya apuntâbamos en la secciôn III (pag.62) 
considerar el flujo como bidimensional,y tratarlo solo en las direccio 
nés x^ y x%.
Para el tratamiento iterative del sistema IV-24 y IV-25 tomamos
como aproximaciôn de orden cero anulando el segundo tërmino de las ecu
clones,con lo que para el orden cero este sistema se reduce a
IV-26 3tQ|^’(î,t;x',f) + P^ (^V^ )(U^ (î,t)Qj^ jj(x,t;x'f)) = 0
IV-27 G^®Nx,t;x',f) +\j^(7^) (x,t;x' ,t' ) = 6^6(x-x') 6 (t-f )
Una vez obtenidas y se sustituyen estas expresiones en las
Q y en las G necesarias para calcular el tërmino de iteracciôn,es de-
cir,el segundo miembro de IV-25.El orden 1 de la iteraciôn puede obte- 
nerse a partir de la funciôn de Green G^^^ ya que esta no solo corres­
ponde al orden cero de la iteraciôn,sino tambiën a la ecuaciôn homogé-
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ne a
IV-28 Q^^(x,t;x',t') = /dy/dT (x,t;x',f )£p^g(Vj^)S^^(y,T;y,T;x* ,f )3
Tomaremos solamente hasta el primer orden de la iteraciôn,comparando
con los resultados expérimentales de Comte-Bellot y Sabot.Si nues- 
tras hipôtesis son correctas y la DIA funciona,debe existir buen acuer­
do.Las razones de pararnos en el primer orden de la iteraciôn son,por 
un lado,el anâlisis de ôrdenes de magnitud realizado en pSginas anterio­
res y por otro,una analogla con las ecuaciones para los modelos semi­
empîricos que ha sido hecha por otros motivos por Leslie y que veremos
en la secciôn siguiente.Pasamos pues a ocuparnos del orden cero de la
\
Iteraciôn.Es imprescindible,debido a la inhomogeneidad de nuestro pro­
blema, escribir todos los subîndices explîcitamente con lo que los câl­
culos se presentarân de la forma mâs resuraida posible aunque inevitable- 
mente resulten algo tediosos.
IV-29
a.- (x,t;x',t') (x,t;x:t')) + P n 2 ^ V  0
b.- 3^Q|2’(x,t;x’,t') + P 2 u ( V  {Uj^ (5,t)Q^ J’(x,t;x)t')) + (Ui<x,t)Q^ 2!/^ ,t;î;f))= 0
c.- 3j.Q^ J^ x,t;x;t') + ^ 11^ ( y  (U^ (x,t)qj°) (x,t;x:t')) +P22i<7,j) (0^  (x, t)Q^ °^ (^ t^ î t')) =0
d.- 3j.Q^ 2^ (^ ,t;x;t’)+P2jj^ (V^ )‘(Uj^ (^ ,t)oj2^ Xrt;x;t')) + P22i<V
y para la funciôn de respuesta infinitesimal 
IV-30
a.- 6t,t;x’,t') +
+ (î,t;x',t’)+Pj^2<V (Ui(x,t)G<°’(x,t;î',t')) =
= Sj^ j^ 6(x-x')5(t-t')
b.- 3,.G|°Nx,t;x',t') +
+ (U^ (^x,t)Gj°^  (x,t;x' ,t'))+P^ 2^l(V("l (x,t;x' ,t') ) = 0
C.- 3^ G^ °^  (x,t;x',f ) +
+ (x,t)G|°^  (x,t;x' ,f )) + Py2^ (7 ) (Uj^ (x,t)G^ °’(x,t;5',f ) ) = 0
d.- 3*p22^  (x,t;x',f) +
+ P211^ V  (x,t;5’,f )) + P22j^(Vjj) (U^ f^x.WG^ ^^  (x,t;î*,t')) =
= ^22  ^(x-x')g(t-t')
Este sistema de ecuaciones dlferenciales acopladas dos a dos tampoco 
puede ser resuelto directamenteiPor ello se estudian las propiedades de 
la funciôn D(x,y) que nos pueden permitir simplificar los operadores 
P^j^(V^).Para ello hay que resolver
7^D(x,y) = 6(x-y), 3^ D(x,y) = 0 ,X2=0,2h.
Se trata de un problema de Newman,semejante al problema del campo 
electrico generado por un dielectrico cargado en el interior de una 
cavidad.La soluciôn exacta de este problema de contorno se puede expre 
sar por la serie:
IV-31 D(x,y) = 2h J (l/n7t)exp{-((n-l)it/2h) |xj^ -y^ | }oos{((n-l)Tr/2h)x2} % 
n=l
X oos{((n-l)it/2h)y2}.
La expresiôn es complicada y la serie converge lentamente.Para estu- 
diarla hemos abordado el problema por mëtodos analôgicos,simulando con 
papel conductor y dibujando las llneas de nivel correspondientes (ver 
Apendice 1).Del estudio realizado se desprende que la aproximaciôn'mâs
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sencilla posible para D(%,y) y sus derivadas consiste en reemplazar 
estas y la propia funciôn como deltas de Dirac 6(x-y). Con esta 
aproximaciôn la ecuaciôn para las correlaciones toma la forma:
IV-32
a.- 3j.Q|^ Nx,t;x',t') - 3^  (Uj^ (x,t)Q2°Nx,t;x',t')) = 0
b.- 3^.Q*°^x,t;î’,t') (Uj^ (x,t)cf°}(x,t;x',f)) -3^ (^U^ (î,t)(/2°])x,t;x',f )) = 0
c.3j.q|2^ (x,t;x‘,t') - 3x (üi(x,t) O22* (x,t;x',t')) = 0
d.- 3^ Q^ 2^  (x,t;î',f)-23^ (Uj(x,t)Q^ °^ (x,t;x*,t’))-3jj (ü (î,t)Q^2* > = °-
y las ecuaciones para la funciôn de respuesta infinitesimal 
IV-33
a.- 3^ cjJ* (x,t;î',t') - 3^(UJx,t)G^°’(x,t;5',f)) - 6(x-x')6(t-t')
b.- 3j.G2®Nx,t;x',t') - 23^  (Uj^ (x,t)G|J^ x,t;x;t’) ) - 3^  ^(U^(x,t)G^(x,t;x;t') ) = 0
c.- (x,t;x' ,t')- 3^  (Uj^ (x,t)G22  ^(x,t;x',t') ) = 0
d - 3j,G22^  (x,t;x',t'î -23^ (Uj^ (x,t)c/®2(x,t;x;t')) - (U^(x,t)G^(x,t;x;t') ) =
= Ô(x-x')6(t-t')
En la aproximaciôn de orden cero las ecuaciones para las correlacuo- 
nes no estan acopladas con las ecuaciones para la funciôn de respuesta. 
Entre sî,en cada sistema existe un acoplo a-b y c-d.Si en a-b en la 
ecuaciôn para las correlaciones se sustituye por Q^2 Y Q^l
□22 se obtienen las ecuaciones c-d.Como esta identificaciôn en la 
aproximaciôn de orden cero puede parecer contradictoria,debemos recor-
dar que no tiene por que ser igual a cuando hablamos de corre
laciones entre fluctuaciones en distintos puntos del espacio y del ti 
po.Tal identidad funcional (las constantes pueden ser distintas) no 
se dâ en las ecuaciones para la funciôn de respuesta:Si sustituimos 
por Gg2 y ^21 *^ 22 IV-33 a-b,no obtenemos IV-33 c-d.Al intr
ducir en el siguiente orden de iteraciôn los términos de interacciôn 
en que aparece las funciones G,desaparecerâ esta identidad funcional.
RESOLUCIÔN DEL SISTEMA PARA EL ORDEN CERO DE LA ITERACIÔN
Para encontrar las correlaciones de orden cero,tomemos uno de los dos 
sistemas acoplados de IV-32.Teniendo en cuenta que U^(x,t) = fixj)
IV-34
®t®12 (x,t;x',t*) - 3^  (f(x2)022 (x,t;x’,t')) = 0
3^ 022 (x,t;x',t') - 23^(f (X2)Oj^ 2 (x,t;x',t')) - 3^  (f (x2)022(x,t;x',t')) =0
Este sistema de ecuaciones de primer orden en derivadas parciales, 
casi lineal,équivale a una ecuaciôn en derivadas parciales de segundo 
orden.Utilizando el método de las caracteristicas,puede demostrarse 
que se trata de un sistema parabôlico (Apendice 2).No existe posibi­
lidad de encontrar una forma normal vâlida para todo el dominio.Si 
pasamos a las variables normales del problema,la soluciôn general serâ 
vâlida ûnicamente en un entorno de cada punto del dominio,sin que pued 
extenderse una soluciôn de un punto a otro.
Hay que buscar entonces una soluciôn particular que satisfaga ademâs 
de las condiciones de contorno,determinadas condiciones fisicas.
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En la ecuaciôn en derivadas parciales a que équivale IV-34,aparecen 
tres variables Una de ellas puede ser eliminada utilizando el mëtodo 
de separaciôn te variables,mientras que para las dos restantes es nece­
sario utilizaralguna hipôtesis adicional.Siguiendo la llnea empleada 
por Edwards y Iraichnan para la turbulencia homogênea e isôtropa,supon- 
dremos para lai correlaciones en el orden cero de la iteraciôn una de­
pendencia expoienclal en el tiempo.Como se trata de un problema estacio- 
nario,esta deptndencia lo serâ en r - t-t'.De igual forma,por ser el 
flujo homogénet en la direcciôn %y,la dependencia en esta direciiôn 
lo serâ en la variable p = x^ -^x^  .Ademâs, las funciones que representan 
a las correlaciones deben ser taies que decrezcan al aumentar cualquiera 
de las distanças T,p, 6 Xg-x^.
Derivando en lT-34a respecto a x^ y en IV34b respecto a t se obtiene
IV-35 a.- = 0
b.- - 23^3^^(fQ<5>) - = 0
Sustituyendo 3^ 3^  ^12^ de a en b
IV-36 3*4°’ - 2fMx2)3^^clJi - 3^3^^q'2°’-( 3,^f (x^ ) ) 3^Q^ = 0
Suponemos una cependencia exponencial en el tiempo:
2^2 ^ (p.XjfX^
donde y es unf constante que vendrâ dada por las condicionesiniciales. 
Sustituyendo ertio en IV-36 obtenemos
IV-37 y*(|i(p,x2,^  )-2f*(x2>3^ <|)(p,X2,x^ ) - (x2)*(p,X2,xp = 0
donde f'Cx^) - 3^ ffx^).
Supongamos que la soluciôn puede ser expresada como
*(p,X2,x^)= il»(p) F(x 2/X^)
Dividiendo ambos miembros de IV-37 por *(P,X2 «Xg) résulta
(yV2)-(y/2) (f(x,)/F(x,,xl))3x,F(x-.x')-(Y/2)f (x,)
IV-38    — -  — --- —  = (l/ii/(p))3 *(p) =
ftx?) '‘l
= X:
Podemos escrlbir estas Igualdades ya que el primer miembro no depende 
de p , ni el segundo de X2 ni de x^* X es una constante que deberS se 
determinada por las condiciones de contorno.Supondremos X>O.De lV-38 
podemos escribir dos ecuaciones:
IV-39 3* i|i(p) = X’i|((p)
*1
cuya integral es
IV-40 ÿ(p) = cte.e”^^ + cte.
Empleando la condiciôn fisica a que nos hemos referido anteriormente
podemos fijar la determinacidn de iji(p) y as! ponemos
IV-41 i|)(p) = cte.o'^l^l + cte. |p|=x^-x^, x^x^
=x[-Xi, Xi<x|
La soluciôn de la segundâ ecuaciôn de IV-38 es evidentemente:
dx-
IV-42 F(x,,xl) = C. 4>(x') (1/f (xJ)exp(-Y/ +(2X V y )/f (x,)dx_)
 ^  ^  ^  ^ f(x2>
+ Cg .
Como en la direccidn Xg no existe homogeneidad,no es posible,como se 
ha hecho en la direcciôn Xj^,suponer que la dependencia en se obtien 
sustituyendo en lV-42 X2 por X2-%2.Por otra parte,no existe en las
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ecuaciones para las correlaciones de orden Qnada que nos permlta deducir 
la dependencia en x^,puesto que en el orden cero la relacidn entre 
y x^ viene dada a través de la funciôn de respuesta infinitesimal.Como 
las correlaciones deben decrecer también al crecer la distancia %2 *2' 
proponemos para xj una dependencia anâloga la de x^ pero de signo 
contrario.Asi,F(x^,x^) tendrS la forma:
IV-43 FtXgfX^) = (1/f (Xg) )exp[j-Y(/dXg (1/f (Xg) ) - /dx^ d/f (Xg) ) ) +
+ (2X'/Y) {/dx^f (Xg) - /dx^f (xp } [J+Cj •
Una condiciôn fisica nos ha llevado a separar dos regiones al especi- 
ficar la forma de la dependencia en Xj^ .Aplicando los mismos argumentes 
no podemos decir si la expresiôn IV-43 da la dependencia de en la
direcciôn x^ cuando x^ es mayor que x^ o si la dâ en el caso opuesto. 
Para-decidirlo hay que determinar los valores de X y de Y ,es decir, 
hay que imponer condiciones iniciales y de contorno.Para esto debemos 
especificar Q22*(x,tjj:x',t') para todo el dominio y Q^^(x,t;x,t) para 
todo tlempo perteneciendo x al contorno.
Anallcemos que es lo que significa un tiempo inicial tg.Ho se trata do 
un tiempo anterior al de surgimiento de la turbulencia,puesto que la 
DIA,como la mayor parte de las teorias que tratan de estos problemas, 
estS elaborada para un flujo que ya es turbulente.Se trata enfonces 
de un instante arbitrario en el que el flujo sea ya turbulente y que 
se toma como instante inicial.Para conocer la condiciôn inicial hay 
que conocer las correlaciones en un instante dado,lo que debido a la 
homogeneidad en el tiempo de nuestro problema vaciarla de sentido el 
cSlculo de correlaciones.Desde otro punto de vista puede pensarse que la
formulaciôn adecuada de las condiciones iniciales depende de las exi­
gencies fisicas de cada problema.En nuestro caso,la condiciôn inicial 
se impondrS sobre las correlaciones de orden cero en la iteraciôn,toma 
do el valor de y résultante de ajustar dicha funciôn a los valores exp 
rimentales obtenidos por Sabot y que aparecen en las figs. 2.
En la direcciôn x. ,1a condiciôn de contorno a imponer serS lim 0.
 ^ p-^oo
Esto supone eliminar las constantes aditivas de IV-40.Para la direcciô 
Xg necesitamos una condiciôn de contorno en la frontera superior y otr 
en la inferior de la regiôn logarItmica.Esto supone una gran dificulta 
ya que al ser la capa inercial un flujo definido asintôticamente es 
inposible localizar sus fronteras.Para obviarla,tomamos como limite 
inferior de nuestro flujo la pared.Podemos exigir que para Xj = 0 
se anulen Q^j,y esto équivale a hacer Cj=0 en IV-43.Al hacerlo,debem 
sustituir la expresiôn logarltmica de Kxg) por la correspondiente a 
la capa viscosa para evitar la divergencia que aparecerla cuando x^-O. 
Esto debe hacerse para todos los valores de Xg inferiores a uno dado. 
Este valôr de Xj corresponde en el experimento de Comte-Bellot a 0.2mm. 
No podemos,por otro lado,establecer un valor mâximo para la frontera 
de la parte central del canal,ya que el empalme en esta regiôn entre 
los dos perfiles de flujo es mucho mas suave que el existante entre la 
zona viscosa y la inercial.Para imponer una condiciôn de contorno en 
esta frontera ajustaremos la constante X teniendo en cuenta los resul- 
tados expérimentales de Comte-Bellot.Los valores de A y de y ,una vez 
realizada la iteraciôn seran optimizados y comparados con los ajustados
en la iteraciôn de orden cero.Los valores obtenidos mediante estos
-1 -1 ajustes prelirainares son y = 250 s y X = 0.2-0.1 mm
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Con estos valores debemos decidir si,para x_>xi,la funciôn que nos 
aa a.
Q^^^x,t;x',t') = C ^ ( 1 / f ( x ^ ) )exp(-Xp-YT) x 
IV-45 X expl^Yÿdx2/f(X2)-/dx2/f (X2)}+(2X^ /y) {/dXjf (Xjl-Jdx^ f (Xj)} ]
6 bien
Q22 ’^'«t;x;t') = Cj^(l/f {X2> )exp(-Xp-YT) X
IV-46 X e:qj QY{/<iX2/f (X2> -/dx^ /f (x2> ) - (2X^ /y) {/dXjf (X2>- dx^f (X2) }]
Hay que tener en cuenta ademSs que f(X2) puede tener un coeficiente 
que modifique el exponente.Los valores ajustados para la ley logarlt­
mica en los expérimentes son:
IV-47 f(x2) = U(X2> = KUjln(x2Uj/v)+C = 800 mm/s(2.691n57.14x2+4.5)
mientras que el valor encontrado para la ley de velocidad correspon­
diente a la capa viscosa es
rv-48 U(X2) = 800x55.2 X2 mra/s
Para simplificar la notaciôn escribiremos a partir de ahora
G(x2,xp = (dx^/f (X2) - fdx^/f(xp 
f(x^,x^l = fdx^fCxg) - fdx^f(xp
Si sustituimos el valor dado en IV-47 para la capa logaritmica,podemos
poner F(x2,x^) = Ct^Cxglnx^ - xjln x^ - (x^-Xg))
mientras que para G(X2,X2> se obtiene la llamada serie logaritmica. 
Ambas expresiones son complicadas y para introducirlas dentro del tér- 
mino de interacciôn debemos sustituirlas por otras équivalentes si que-
remos tener alguna esperanza de poder realizar los cSlculos.La aproxi- 
macidn encontrada es;
IV-49 FCXj.x’) = 800x12.30 (x>-® " ) O.S^Xg
G(x2,x%) = (0.66/800) (x“-* - x^ "-’) O.S^Xg
En la capa viscosa,estas funclones tendrdn una forma cuadrStica y loga 
ritmica respectivamente y sus coeficientes serSn del mlsmo orden de 
magnitud.
De todo ello résulta que aunque Y»aVV,los coeficientes de las funclones 
F y G hacen que el término (X^/y)F(*2'*2^ sea mayor que el término 
yG(X2,X2>.Para que las correlaciones decrezcan al aumentar la distanci 
su dependencia en X2 y en debe corresponder a IV-46 para Xg > Xg y 
a IV-45 para X2 < x^.Como ya hemos hecho para la direcciôn Xj^,redef inimo 
las funcionesFyG .Las correlaciones entre las componentes de la velo­
cidad en la direcciôn X2 vienen dadas port




G(x2,x^) = /dx2/f(X2) - fdx^/f(x^) X2 > x^
Gix^,K^) = /dx^/f(x^) - /dX2/f(X2> X2 < x^
F(Xj,xp = 2^ dx2f{X2)-2/dx^f(x^) X2 > x^
F(x2,x^ ) = 2/dx^f(x^)-2/dX2f(Xj) X2 < x^
Una vez conocida 0^2* podemos,sustituyendo en IV-34 e integrando,encon- 
trar :
IV-53 Q^2^ (x,t;x' ,t' ) = Cj^(X/Y)exp(-YT-Xp)exp(-(X*/Y) F(x2,x )^+YG(x2,xp
Tomando la aproximaciôn IV-49 para las funclones F y G ,las correlacio­
nes de orden cero obtenidas como soluciôn del sistema IV-33 con las
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condiciones de contorno elegidas aparecen representadas en las figs.4. 
Observese que al tomar antisimétrica la dependencia en solo en el 
exponente,sin utilizar una funciôn de modulaciôn para la x^ anSloga 
a la (l/fCxj)) que aparece modulando la x^fSe ha obrado con acierto.
Si hubiesemos tornado en IV-44 ffXgL/fCXg) en lugar de 1/f(Xj),las co­
rrelaciones aparecerian moduladas exclusivamente por ffxg) y a
esto no podemos encontrarle ningfln sentido fisico.
Para la funciôn de respuesta infinitesimal encontramos dos sistemas 
de ecuaciones distintos,cada uno con dos ecuaciones acopladas.La apari- 
ciôn de las funciones delta de Dirac nos lleva a buscar la soluciôn por 
un camino distinto al empleado para el sistema de ecuaciones para las 
correlaciones.Consideremos el segundo sistema de ecuaciones:
3^ G|2^x,t;x',t') - 3^  (Uj^ (x,t)G22^ .x,t;x’,t')) = 0
3tG^ 2^ (î,t;x',t’) - 23^ (Uj^ (x,t)G{2^ x,t;î',f))-3^ (^Uj^ (x,t)G^ °^ (x,t;î',t’)) =
= 6(x-x') 6(t-t')-
Una transformaciôn exponencial de Fourier se define como
g(k) - f^dx exp(txk)f(x)
y la inversa „
f(x) = /_^k exp (-txk) g (k)
Apliquemos una transformaciôn de Fourier para el tiempo y la direcciôn 
Xj^  a las funciones de respuesta
0^2'(Xi,X2,t;x^ ,x^ ,t') = exp(-iT0))exp{-tpk)Gj[2^  (k,ü),X2,x^ )
622  ^(Xj^ ,X2,t;xJ^ ,x^ ,t') = exp(-iTw)exp(-tpk)G22  ^(k,(i),X2,xp
Si aplicamos la transformaciôn a las ecuaciones del sistema anterior.
y dividimos por exp(-trw)exp(-tpk) résulta un sistema de dos ecuacio­
nes diferenciales de primer orden:
{k fO i.X j/X p  + i k f  (x2>G22^ (k,ü),X2,X2) = 0 
-toüG22^ (k ,ü ),X 2 ,xp  + 2 tk f  ( k ,u ,X 2 ,x p - f  (X2> 3^ {k.tü.x^ fX^ )-
- f  (X2)G22^ )k,ai,X2,xp = ô(X2-x^ ) 
Este sistema se reduce a una ecuaciôn diferencial inhomogênea
3jj^ G^ 2^ k,cü,X2,xp + ((tw/f (X2) ) -(2tkYw) f (X2)+(f ' (X2)/f (X2) )}G (°) {k,o^ ,x^ ,x^ ) =
= -d/f (x2>)6(x2-X2)
Una soluciôn particular de esta ecuaciôn es:
G22^ (k,w,X2,X2) = cte. (-1/f Cx2> )exp(-i(i)G(x2,X2) + (2ik*/w) F(x2,x^ 
Efectuando la transformaciôn inversa obtenemos (39);
IV-54 G*2^x,t;x',f) = K^(l/f(X2))(l/F(x2,xp)^ x
X f T +(G(x2,x^)+p'/4F(x2,x^))}" ^  .
Sustituyendo esta funciôn en lV-33c ,e integrando obtenemos:
IV -5 5  G ^ ^ ^ x , t ; x ' , t ' )  = 2Kj^ ( p /F ’'^^X2 ,x ^ ) )  { t + ( G  (X 2  » x p + p * / 4  F (X 2  , x ^ )
Procediendo de igual forma para el primer sistema 
®t*^ ll - ^(*2)^x^4l ° &(x^-xp6(x2-xp6(t-t")
Xj^=2’ - '("2* X2‘^ 2? - = 0
obtenemos
IV-56 0^ 21 (x,t;x',t') = E2(l/f (X2) ) (p/F^(%2,xp) (T+(G(x2,xp+pV4F(x2,xp ))}" ^
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IV-57 G^ (^x,t;î',t') = K2/2 Cp/F’/^(X2,xp){T+(G(X2,xp+pV4F(x2,x'))r-
-2K2 (1/F^  ^(T+(G(X2,xp+p^/4F(x2,x^) ) ) ^  +
+ H(t-t')6(x^ -xj)Ô(Xg-Xg) •
H(t-t') es la funciôn escalôn:
H(t-t') = 1, t > f  
= 0, t < t*
Las funciones de respuesta infinitesimal en la aproximaciôn de orden 
cero se hallan representadas en la fig.4c .
RESOLUCIÔN DEL SISTEMA PARA EL PRIMER ORDEN EN LA ITERACIÔN
Para el primer orden en la iteraciôn tenemos el siguiente sistema 
IV-57
\<^(V^^21> = -(1/2)^121 ( V 4 l l  ( 1 / 2 ) ^ 1 2 2 4 %
b.- 3^021- 2\(:C^2)0ii)-\(f(x2)Q2l) = -(l/2)P21l(V^S!. " ” /2>P212^ V^ >
3 ^ 2 -  \< f< V ^2 2 >  = -'1 /2>Pi 2 1 ^ V 4 ? ^  <1/2)Pi 12(\>s}5' -  (1/2)P^22^V^S2
d.- 3^ 022- 23^(f(X2)Qi2)- »X2<^‘^ 2>«22> = -(1/2)^ 211 4 %  ‘ 4 ^  ~
-fl/2>P22l‘V 4 ? 2
donde los tërminos de interacciôn vienen dados por]mn
IV-58 ^^^(x,t;x,t;x',t')= - fdy[ j|^ dsGj°)(x,t;y ,t')Pg^(7y) (f^\x,t:y ,t')(^°\x,t;y ,t'):
0
Como origen de tiempos para la Interacciôn se tomarâ t = -«> .Cada uno 
de los S... incluye 16 sumandos,de los cuales cuatro son Identlcamente 
nulos.Utillzando propiedades de simetrîa tensorial los restantes se 
pueden reducir a cuatro.Si introducimos para los tërminos P... la expre1 j X
si6n aproximada obtenida utilizando las consideraciones de la pag. 
y las soluciones encontradas para el orden cero de las correlaciones 
y de la funciôn de respuesta infinitesimal,a partir de IV-58 se obtiene 
definiendo las funciones auxiliares
IV-59 TfXg.Xg) = exp{-(X*/y )(2/dX2f(x2>+2 /dx2f(Xj ) )+
+Y(/dX2/f (Xj) + fdxyf(xp)}
IV-60 T(x2> = exp(- (X*/y)4/dX2f(X j)  +2Y/dX2/f(X2) )
S(n,T,Xj^) = exp(-nr-nx^)
R(n,X2,x^ ) = exp(-n(X^/Y) F(x2,x^)+YnG(X2,x^) )
IV-61 s|°[=
= T(x2,x^) A[{Hr4+J(D-2r^ £') }+2{FrB+2E(F - 2r*C) }-4 {Hrc'+2J (fl-2r/) }] +
+ T(X2)S(2,X2,x )^ AC(Hryl*+J(£M-2r*£*)}+2{FrB*f2E(f*-2r*C*)}-4{Hrc*+2J(^ -2rj*)} ]
+ S(1,t,x^)R(1,X2,x^) (2A/y*) [2CDX+YD*/f (X2) - 2D'X'f (X2)]
+ S(2,t ,x^)R(2,X2,x )^ (A/y = ) [2CDX+Y0Vf (x^)-2D*X*f (x ^)]
iv-62 s(;)=
=T(x2, x ^ ) / f  (X2) QEAA + 2J(XB-2Arff)}+{2EAB+8E(Yf’-2AG)}-4{HAC + 2J (Xff-2Ari)}]
+ S(2,T,x^)T(x2:[ * %2+ 2S(l,T,Xj^)R(l,X2,x^(CDA/f{x^) + XD’/ ( f (x  ) f (x ' ) ) -
- 2D®Arf(x2)/f(x^ ) ) +
+ S(2, ,Xj^)R(2,X2,x’ ) (CDrVf(x2) + D^X/(f(X2)f(xp) -  2D*Arf (x^)/f (X2) )
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IV-63 sjgi =
=  2 T ( X 2 , x ^ ) / f  ( x 2 ) [ { ( l + H ) A y l  +  2 J ( X D - 2 A r £ )  }  -  4 { ( C D + D M A B  + 4 E  ( X f - 2 A r C )  } ] 6 ]  + 
+ S(2,t ,Xj^ )T(X2)[I * ]w +
+ S(l,T,x^)R(l,X2,x’)[CDryf (x^ ) + D* /(f (X2)f (x^ ) ) - 2D'P" f (x2>/f (x ’ )3] 
+ S(2,T,Xj^)R(2,X2,xp[CDrVf (X2>+ D'X/{f (x2> f (x^ ) ) - 2D'AFf (x^)/f (X2)]
IV-64 sjOg = 2T(x2,x^)/(f(X2>f(x^) ) x
x QEXA+2J(y B-2A£:) } + 4{FXB+E(yB-2AC) ) - 4{EC+2J(YB-2X' f) +
+ T(X2)S(1,t ,x )^ [ * ]«,+
+ (S(l,T,Xj^)R(l,X2,x^)/f(X2)f(xp) [rCD+ OVf (X2) - 4F' f (X2) ] + 
+ (S(2,T,Xj^)R(2,X2,x^)/f' (X2)) [FCD+ 2 D'/f(x^) - 4f' f(x^) ] .
iv-65 s(;) =
= (2 T(x 2 ,x^)/f (X2 ) ) C 2AFHB +2AF'JC + 2A{FFX+2E(t-2r'M) } ]s5 + 
+(S(l,T,X2>T(X2)/f(X2)) C * ] «5 .
iv-66 s<;> =
= 2(T(x2,X2)/f (X2) f (x^ ))[{2HAfl+4J(XF-ArC) } + 2E{AA+4 (XA-2AFW) } ]s6 +
+ (S(l,T,x )T(x )/f(x'))[ * ]ss
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IV-67 s(%) =
= 2(T(x2, x ^ ) / f * ( X j ) ) [2{HAS+4J(YP-2Arff)} + 2{FAA+4E(XL-2ArM)} 3 s7 +
+ (S(2,t,x )T(x )/f(X )f(X-)) [ * ]s,
IV-68
= 2(T(X2,xp/f'(x2)f(x^))[2(HXB+4J(F-2AC)l+2E{XA+2(Y£-2AM)} ]se +
+ (S(2,t,Xj^)T(X2)/f(X2)f'(xp) C * 3*« .
En estas fôrmulas hemos Introducldo por slmpllcldad de notaciôn varies 
sïmbolos que engloban a diferentes combinaciones de las constantes 
que han aparecido anteriormente.Las relaciones son:
C = G = K^C' A = x V y
D = C2 H = K2C1C2 r = A/y
2
E - K^C^C2 I =
F = J = KgC'
Por otro lado,las letras A , B , C j D , E , F , G , B M  designan ciertas 
intégrales cuyas expresiones escribiraos a continuaciôn.Los paréntesis 
rectos que incluyen un asterisco,*,se obtienen de los paréntesis rectos 
con su mismo ndmero substituyendo exclusivëimente los slmbolos en cursiv 
que acabamos de indicar por los correspondientes A*,B*, .....
IV-69 A = ;dy2lxlT(-y2)F"'t(x2,y2)
IV-70 B =  /dy2lJ^T(-y2)F"’/'(x2,y2)
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IV-71 C =
IV-72 D = /dy2l^^T(-y2)f"^(y2)F"''^' (Xg-yz'
IV-7 3 E = /dY2l^^T(-y2) f (Yg) (X2,Y2)
IV-74 F = /^y24^T(-y2) f-^(Y2) F-^ (X2,y2)
IV-7 5 G = /dy2iJi|T(-y2) f
IV-7 6 ÿ = ;dy2i;4(-y2)f-^(y2)F-'/^(x2,y2)
IV-7 7 I = fdy2l2^T(-y2) E (Y2) (Xj.Yj)
IV-78 K = /dy2l°jT(-y2)f"^(y2)F"*'^'(X2,y2)
IV-79 L = /dy2l°^T(-y2)f"^(y2)F~'^'(X2,y2)
IV-80 M = /dyjI^^TI-Yj) f (Y],) F"''^  (XjjY j)
Los tërminos representan intégrales respecte
IV-81 = /dyj^exp(-XXj^+2Xyj^) Py^I^
IV-82 = /dyj^ e;cp(-XXj^ +2Xyj^ ) Py^I^
IV-83 = /dy^exp(-Xx^+2Xy^)It
IV-84 = /dy^exp(-Xx^+2Xy^)I^
Por analogia con D ,p se define como ^xi y^
IV-85
"Yl
= x^-Yi xi>yi 
= Yi-%1 %i<yi
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Las l" corresponden a las intégrales en el tiempo:
IV-86 /^ds exp{-Ytf2Ys) {(t-s)+C(x2,y2)+Py^ /4F(x2,Y2) } ^
IV-87 f^ds exp(-Yt+2Ys) {(t-s>+G(X2,y2)+Py /4F(X2»y2)} ^
Los sïmbolos con asterisco * corresponden a intégrales en el tiempo de 
la siguiente forma:
IV-88 = /°ds e^y® {-s+G(x^,y2)+ Py,/4F(x2,y2)
IV-89 I*^ = /°ds e^YS {-s+G (X2,y2>+ Py,/4F(x^,y2) .
En estas expresiones,p, es
^1
Pyi = xi - xl>yi
= ?! - *1 *i<yi"
Cuando estas intégrales en el tiempo se introducen en el término de
interacciôn,aparecen las correspondientes intégrales con asterisco
para y,
1 I _» l*T*l
'1 
IV-90 = /dy^e"^Fyi| y^|2i*j
IV-91 1*11 = /dy^e"^Yl'l|-y^|l*l
IV-92 I*°l = /dyj^e'^y^l 1*1
lV-93 I*^^ = /dy^e'^y^ll-y^l'l*^
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IV-94 = /dy^e ^yyi|-y^|l*^
IV-95 1*02 ^ /dy.e“^^^l I*^
^1 ^
Para obtene: por ejeroplo 0^2^ directamente a partir de IV-57 hacemos
IV-96 A(Xj^ -x^ ,X2,X2/t-t') = “d/2)Pj^ 2i^ 212 "^ 1^ *^^ 112^ 122 "^ 1^ *^^ 122^222 
IV-97 BCXj^'Cj, ,X2,X2,t-t') = -(l/2)p2j_j^ Sj^ 2^ "^ 1/2)^ 212^ 122 -(1/2)^ 221^212
Si en IV-57: se dériva con respecto a x^  ^y en IV-57d con respecto a
t,y teniendi en cuenta IV-96 y 97,podemos escribir:
IV-98 3^3tQj2 = %A(X]-x^.X2,x^,t-t')+ 3^^ (f (X2) O22*
IV-99 8^i22~2(f (X2) Ojç^A +3*^(f (X2)Q22* " ^ x ^ t ^2*^22* =®t®
La ecuaciônIV-99 es una ecuaciôn integro diferencial para la corre- 
laciôn tranversal que podemos escribir de otra forma:
IV-100 . 0 -Zf^CXj) 3^ -f (Xj) 8^ 3^  ^-f ■ (x^ ) 3^.)Q22=2f (Xj) 3^ A + 3^B
Como para e: primer orden de la iteraciôn la funciôn de Green corres­
pondiente e: GgO* ,022* I^ eede expresarse por:
IV-101 = /G^O* {2f (Xg)3^^A +3j.B)}
y sustituyerfo A y B por sus expresiones explicitas
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Résulta evidende de la complejldad de IV-102 que el cSlculo de las co­
rrelaciones en la aproximaciôn de orden 1 no puede ser abordado numêric 
mente en forma directa.Proponemos enfonces la siguiente llnea metodolo- 
gicaiSe intentarS abordar analîticamente los primeros câlculosjsi las 
funciones a integrar fuesen excesivamente complicadas se ajustarSn por 
otras mâs sencillas.Solo al final,cuando la complejldad del câlculo 
lo haga inabordable analîticamente,se procederS al cSlculo numérico 
utilizando una computadora grande.Llamaremos Z(x,x',t,t') al término 
que aparece como factor de sn la integral en IV-102.
Debido al nûraero de sumandos que intervienen en esta expresiôn,no es 
posible intentar un câlculo analltico sin antes tratar de determinar 
el orden de magnitud relativa de los distintos sumandos.Para ello hay 
que tener en cuenta,i)los coeficientes que multiplican a los como
consecuencia de los operadores de derivaciôn que actüan sobre ellos. 
il)Dentro de S^j^,los factores numéricos que multiplican a las intégra­
les i4,B,.,como pueden ser X'/y ,o los coeficientes que ajustan las 
funciones FIXj.Xj) o G(x2,x^).iii)Los ordenes de magnitud relatives de 
las intégrales AiB,.....
Comencemos por estos ûltimos.Acotamos las exponenciales por la unidad 
y normalizamos las constantes de integraciôn.Al utilizar el signo = 
entre dos expresiones queremos decir que ambas son del mismo orden de 
magnitud.
A = /dy^I^^F"'/' , B = /d y jI^^F "^ ' , C = /dy^I^^F"^ , K ^ .
Teniendo en cuenta los Ôrdenes de magnitud elègidos para los parâmetros 
X y Y,y los coeficientes de las funciones F y G, se puede estimar para
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los integrandos
IV-103 =/dyj^ |xj^ -yj^ |'(G+|x^ -yj^ |' / = G'^'^/dpp' (l+p'/4FG)
= "^/dx(/4TG 4FG xV/(l+x= )’ = 8F %
IV-104 ='/dyj^ |Xj^ -y^ I/(G+|xj^ -yj^ | V4F) ^ /'=G’^'/dx TFG x/(l+x')'/' =
= 2G/T
IV-105 I®^ =:/dyj^(G+pV 4F)"’/'=G ’/'/dx/4TG(l+x')~’/' « G/F
IV-106 =/dyj^(G+pV4F)“*/'= G~'/dx/W( 1+x') = 2/F
y sustituyendo en las intégrales a y^
IV-107 A a 8F^'F"’/' = 8/F = 8 10~^
IV-108 B a 4(F6)"'/' = 4.5
IV-109 C a i/F a io"4
rV-110 K a 2//G a 2»10^
Los tërminos F y G aparecen cuando B se dériva con respecto a Xg
IV-111 (4 (X'/y)G-2yF) = (4(XVy)coef (G)-2YCOef (F) )B a 6.SB
De igual forma estan relacionados D y E con A , y L y M con K.
IV-112 (2(XVy )W - Yt)= 6.5F
Teniendo en cuenta lo expuesto,los tërminos pueden estimarse como
®212 2/f*{ (XVy )S+2(X/y ) (yF-2(XVy )C) + (X'/Y)F + 2 (X/y)(yB-2(X'/y)W)) +
+ ténninos de orden inferior a 26 (X/y' f
CWLICTECA
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4°2 (2XB + 4 6.5B + 2XF + 4 6.5 F) (52/f’)F
^22 =(2/f*)13 B 
4 i2 =(2/f)26 B
En esta est±macl6n,los tërminos 4 y C y los que estan relacionados con 
ellos como D,E etc, no aparecen al ser pequenos en comparaciôn con fl y 
con F.Por las misroas razones hemos prescindido de los tërminos con 
asterisco *, 4 *,B*,etc,que,lo mismo que los dos filtimos sumandos de
IV-61,62,63,y 64, van multiplicados por exponenciales de decrecimiento 
muy rSpido.
Finalmente,para poder determinar la magnitud relativa de los sumandos 
debemos tener en cuenta las derivadas que operan sobre cada
a) (f3* +3^3% )S2i2 = 10^ 10~^®F = 10~^F=2.6 10“^
b) (2f3^ 3^ )S^22 = 1.1 10^ 2.9 10~^^ F =7.6 10~^
c) (63% +^t®x *®122 - 10^ 1.7 10"?B =7.9 10“^
d) (23^3% )sj®^= 7.5 10 4.2 10~^ fl =1.4
El término c es despreciable frente a los otros y la razën (a+b)/d es 
1.4 10 ^.Podemos suponer pues que el error cometido al tomar para el 
término de interacciôn solamente el sumando d es pequeno.
lV-113 / G(0)
Para calcular Q22* hemos de empezar calculando B.Esta integral esté
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definida en IV-70.El câlculo de la integral al tiempo puede realizarse 
analîticamente y esté detallado en el Apendice 3.
La integral I^ se define como _
I^ ~ G(t-s)Q(t-s)Q(t'-s)
Como el problema es estacionario podemos hacer t' =O.En la integral,de 
acuerdo con lo dicho en el anâlisis de la resoluciôn del sistema de 
ecuaciones,habrâ que distinguir dos partes.Una corresponde al intervalo 
(-™,0) y otra a (0,t).La dependencia de Q(t-s) serâ siempre de la 
forma exp(-y(t-s)) pero en la dependencia de Q(-s) tomaremos para 
la primera regiôn exp(ys) y exp(-ys) para la segunda,ya que las corre­
laciones deben satisfacer la condiciôn de decrecimiento con el tiempo. 
El resultado de la integracion es:
IV-114 l^ = 2 exp(-yt)/{G (X2,x^ ) + pV4F(x2 (X^ ) 1
-2/2yiTexp(y(t+2(G+ p'/4F) ) } erfc(/2y(t+G+ p'/4F) ))
Igualmente,y teniendo en cuenta la definiciôn dada de p(.x^),de­
bemos distinguir très regiones para la integral a ycorrespondientes 
a los intervalos (-“,0),,en que aparecerâ exp(-XXj^+2xyj^) , (0,Xj^ ) en 
donde ahora aparece exp(-xx^) y (Xj^ ,®) en donde debcremos poner 
exp(-XXj^-2XYj^) .Los câlculos para la integral a y^  ^son menos directos 
que en el caso anterior.Es necesario en algunos casos sustituir funcio­
nes complicadas por otras mas sencillas ajustadas a aquellas,siendo 
estos ajustes muy buenos en general (con un error mâximo del 10% y un 
error medio del 5%).Estos ajustes y câlculos se encuentran detallados 
en el Apéndice 4.
Por la forma funcional del perfil medio de velocidades y de las corre­
laciones para el orden cero de la iteraciôn,a partir de la integral a 
van a salir dos funciones que considérâmes caracterîsticas de nues­
tro problema.En el término de interacciôn aparecen intégrales extendida 
a productos de las siguientes funciones:i)Logarîtmos (ley de las velo­
cidades médias).ii)Funciones irracionales (a partir de la funciôn de 
Green).iii) Exponenciales (a partir de las correlaciones de orden cero) 
En las primitivas del produc to de estos factores aparecen "funciones de 
error" y "exponenciales intégrales".
La "funciôn de error" esté definida como
erf(z) = (2//ÎT) j^dt e ^ .
En nuestro câlculo aparece con mas frecuencia la "funciôn complementa- 
ria de error", definida como
erfc(z) = 1- erf(z).
La "exponencial integral" se define como:
E. (z) - /”dt e ^/t 
+ z
Estas funciones definidas mediante intégrales présentas el problema 
a la hora de introducirlas a su vez bajo el signo de lntegraciôn,dé 
que sus primitivas no tienen formas analiticas simples,sino que vie­
nen expresadas mediante series.Como la utilizaciôn de series,al tener 
que integrar y derivar repetidas veces productos de las mismas,es muy 
engorroso,hemos encontrado dos aproximaciones muy buenas para ellas.
Ej^ (z) = 1.162 z“‘/’ exp(-1.24 z) 
erfc(z) = (l//iT)e * ((1-e / z)
lis
A partir de los resultados de la integraciôn a realizamos la ûlti-
ma integral necesaria para el câlculo del término B.Como en las inte- 
graciones anteriores tendremos aquî que distinguir tambien très regio­
nes.En este caso no se puede seguir el procedimiento utilizado para la 
intégral a y^,hacer x^=0.Tenemos pues que fijar de alguna forma la po- 
siciôn de x^ con respecto a Xg^lo que haremos suponiendo X2< X 2-Esta 
determinaciôn no influirâ en los resultados del câlculo.Separaremos 
para la integraciôn los intervalos (O.x^) , (X2,X2> y (Xg.t) donde S. es 
el limite de la capa logarltmica hacia el centro del canal. En cada uno 
de estos intervalos tendremos que reconsiderar el signo de la exponencial 
que da la dependencia de las correlaciones en X2»y2 d en x^/Y^'^stos 
câlculos y la forma funcional obtenida para B se detallan en el apen­
dice 5.
En este punto nos encontramos con dos grandes dificultades.Por un lado 
hemos estado ignorando hasta ahora el problema que supone determinar 
cual es el limite superior de la capa logarltmica SL y que valor hay 
que dar a las correlaciones cuando y2 ~ i.Ademâs,cuando en la integra- 
ciôn a y2 hacemos y^ = 0 en una expresiôn en la que aparecen exponen­
ciales intégrales encontramos dos sumandos de la forma ln(0) que pro­
duces divergencies. *
i)El problema de la condiciôn de contorno para x^= i.A las correlacio- 
es de orden cero se les impose la condiciôn de contorno cuando %2 es 
igual al limite î., de termina ndo el exponente A de decrecimiento en el 
espacio mediante ajuste con los valores expérimentales de C-B.Para el 
término de interacciôn précisâmes en la integraciôn a yg conocer el va- 
de las correlaciones para todo el contorno de X2 = 1.Puesto que la posi- 
bilidad de dar valores numéricos en tal caso vaciarla nuestro câlculo
11
de sentido,vamos a anallzar la importancla y el signiflcado que dichos 
valores numéricos pueden tener.
Aunque la transiciôn entre la capa viscosa prôxima a la pared y la lo­
garltmica se realiza mediante un empalme suave,ante las representacio- 
nes grSf icas correspondientes se puede establecer un entorno de puntos en 
los que dicha transiciôn tiene lugar £sto no es posible para el limite 
l .El acoplo entre la ley logarltmica y la ley deficitaria de velocida­
des ( parabôlica) que corresponde a la zona central del canal,es tal 
que,salvo en las regiones inraediatas al eje es casi imposible determi­
nar en las representaciones grSficas si la ley de velocidad media es 
logarltmica o parabôlica (vease Fig.D.De esto puede concluirse que 
los valores a imponer a las correlaciones en el limite (hipotético) de 
la regiôn logarltmica influiran muy poco en la forma funcional de estas, 
ya que estos valores,en forma de una constante sustractiva,van a modi- 
ficar unicamente la magnitud de las correlaciones,lo que en nuestro 
caso,en que tratamos de comparer con resultados expérimentales en los 
que las correlaciones estan siempre normalizados a la unidad,carece de 
Importancla.Prescindiremos pues de estos tërminos.
ii)El problema de las divergencias.Las divergencias que aparecen en el 
limite y^ = 0 son consecdencia de la utilizaciôn de funciones con expo- 
nentes fracclonarlos negativos como funclones de Green del tipo 
G(x,x*) =(x-x') * donde v es un nûmero fracclonario.Existe sin embar­
go la poslbilldad de evitar estas divergencias considerando la teorla 
de las partes finltas.
La posibllidad de obtener la soluciôn de una ecuaciôn lineal no homogé- 
nea Lÿ(x) = f(x) mediante la funciôn de Green o soluciôn fundamental
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de la ecuaciôn LG(x,x') = 6(x,x') se basa en la aplicaciôn de la formu­
la de Green:
IV-115 /dV , {(I4(x)))G(x,x') -i|;(x) (IG(x,x'))} - /da 3 <»(x))G(x ,x') - ip(x )3 G(x ,x’)
D ' m  Y Y Y
= 0.
donde D es el dominio en el que se busca la soluciôn de la ecuaciôn,FD 
es el contorno de dicho dominio y el subindice y dénota pertenencia a 
FD.
En el caso de que G(x,x') no sea integrable (como en nuestro caso) po­
demos separar en cada integral la parte finita,definida para intégra­
les simples como:
IV-116 p. f ./^dxA(x)/(b-x)^'’ = lim(^dxA(x)/(b-x)^^ + B(x)/(b-x)^ *'^ '^ )
x+b
donde p es entero, v c (0,1),B(x) es una funciôn lipschiziana que ade-
mas cumple B(b) =-2A(b),y una parte infinita.Para intégrales multiples
se utiliza el teorema de Fubini,(40). ^
De acuerdo con esto se puede escribir la fôrmula de Green como:
IV-117
p.f C/dV ,{(Lt|((x))G(x,x')-i|)(x) (LG(x,x')) -/da{ (3 i|»(x ))G(x a ')-iJ:(x )3 G(x ,x)}] +X  ^ FD "y Y Y Y Y
+ Sisna de partes infini tas = 0. 
lo que Implica que
IV-118 Suma de partes infinitas = 0
y queda
IV-119 p.f.(IV-117) = 0
Por lo tanto,podemos dar como soluciôn del problema inhomogeneo
11
IV-120 *(x) «= Jdx' (pf G(x,x') ) f (x')
donde la parte finita de G(x,x'),(pf G(x,x')),estS definida de acuerdo 
con lo anterior.En la prdctica,esta definiciôn équivale a prescindir del 
valor infinito de la integral en uno de los extremos del intervalo y 
quedarse ûnicamente con la parte finita en el otro extremo.
Una vez calculado el término de interacciôn se precede de acuerdo
con lo expresado en IV-113 a derivar respecto de t y de x^  ^y a integrar 
el producto de la funciôn résultante por Gg®^.La integral respecto al 
tiempo se ha realizado analîticamente mientras que para las intégrales 
respecto a y^ e yg se utilizô un programs de ordenador.El apéndice 7 
contiens este programa de câlculo.
La funciôn obtenida para O22 aparece dibujada en una serie de figuras 
para distintas combinaciones de las cuatro variables t.Xj^.x^fXg-x^.
Las correlaciones representadas en la serie de figuras 5 lo son para 
una diferencia nula de tiempos (x = 0).Todas la curvas de la figura 5a 
estan caracterizadas por p= 0,y cada una de ellas corresponde a un 
valor distinto del parâmetro x^/D^y nos da la variaciôn de las corre­
laciones con Xg/D.En todas las curvas de esta figura los mâximos se en­
cuentran en el punto ^2~^2 ~ una curva a otra el valor de los
mâximos aumenta al crecer xj/D hasta llegar a estabilizarse.E&te creci- 
miento es muy râpido de la curva 1 a la 2 y disminuye de la 2 a la 3 
mientras que de la 3 a la 4 hay un pequeno decrecimiento.Todas las cur­
vas de la fig.Sb se caracterizan por X2/D=0.55.Cada una de ellas correspon 
de a un valor distinto del parâmetro P/0 y nos da la variaciôn do co
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A/D.Los inâxiinos de las curvas decrecen al crecer p/D.Para la curva 
1 (p=0> el mâximo estâ localizado en A =0 y al aumentar p observâmes
un desplazamiento en el mâximo: a mayor separaciôn en la direcciôn 
x^ la mâxima correlaciôn se présenta para puntos qe estân también 
separados una mayor distancia en la direcciôn Xg.Las curvas represen­
tadas en la figura 5c tienen el mismo valor para el parâmetro xj/D.
Cada una se caracteriza por un valor distinto de A/D y nos da la 
variaciôn de con p .La figura 5c complements a la 5b,puesto que
aquî tambien se observa que si pcrece el mâximo de la correlaciôn se 
présenta para A mayores.
Las correlaciones representadas en la serie de figuras 6 son para 
una secciôn transversal del canal <p - 0).Cada una de las figuras 
se caracteriza por un valor distinto de x^/D.En cada figura las dis­
tintas curvas corresponden a distintos valores de A/D y nos dan la 
variaciôn de las correlaciones en el tiempox .En los câlculos reali- 
zados a partir de la DIA,x es siempre mayor que cero.Esto es debido a 
la utilizaciôn de la funciôn de respuesta infinitésimal.Aquî hemos 
extrapolado a separaciones negatives en el tiempo para comparer con 
los resultados expérimentales.
La figura 6a tiene un vdlor de xj/D = 0.011,se refiere pues a una posi- 
ciôn de x^ muy prôxima a la pared,En ella se observa que el mâximo 
de la curva 1 (A/D = 0.022) es inferior al mâximo de la curva 2,
( A/D = 0.044).Sorprendentemente,cuando la distancia en la direcciôn 
Xg es mayor,el valor mâximo de la correlaciôn tambien lo es.El mâximo 
de la curva 3 (A/D = 0.066) es el mayor de los de las correlaciones 
representadas en esta figura.A partir de la 3 los mâximos de las curvas
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dismlnuyen regularmente.En la figura 6a' se representan las mismas 
curvas,utilizando otra e’scala temporal que nos permits estudiar con 
mas detalle la localizacidn de los mâximos.En las très primeras 
curvas el valor mâximo aparece aproximadamente en A = O.A partir de 
la curva 4 se observa que los mâximos aparecen desplazados respecto 
al origen y que crece la anchura de las curvas.La figura 6b se carac­
teriza por x^/D = O.O33.X2 se toma mâs lejos de la pared y observâmes 
que mientras el mâximo de la curva 1 es mucho raenor que el de la 2, 
la diferencia entre los mâximos de las curvas 2 y 3 es pequena.A par­
tir de la curva 3 se sigue observando,como en 6a,un corrimiento de los 
mâximos.En la figura 6c,(Xj/D = 0.055),el mâximo de la curva 2 sobre- 
pasa al de la 1,aunque ambos se encuentran muy prôximos.En la figura 
6c',que représenta las mismas curvas con distinta escala en el eje de 
tiempos,el desplazamiento de los mâximos es patente.La figura 6d corres­
ponde al mayor valor de x^/D,(0.077) que hemos representado.En ella 
el mâximo que domina es el de la curva l.Esto significa que entre 
puntos que tienen una distancia espacial en la direcciôn X2 menor, 
la correlaciôn es mayor.En esta figura se observa tambien el desplaza­
miento de los mâximos.
Una vez conocida ojg*,sustituyendo en la ecuaciôn IV-98,es posible ob­
tener Qj2'bna estimaciôn de ôrdenes de magnitud en el segundo miembro 
de esta ecuaciôn,anâloga a la realizada en el caso de «nos dice que
podemos despreciar al primer sumando frente al segundo.Con las mismas 
aproximaciones empleadas para el câlculo de obtenemos;
IV-121 0^2=
i;'i
La 3^ C22 so obtione a oartir de los resultados antcr ioror, y ikisLoi iorrviv- 
te sc ajusta a una Eorna analItica.A partir dc estos valorcs sc iutcqra mincii 
camente al tiempo .Los valores hallados para representan on in
serle de figuras 7.Estes valores se han obtcnido para t=0 y A-0,pn un 
punto de X2/D=0,044 ,que corresponde aproximadamente a la mitad do la 
capa logaritmlca.En la fig. 7a se representan las correlaciones nor-
roalizadas en escala lineal,y en la 7b en escala logaritmica.
Para calculer las dos correlaciones restantes,volvemos a las ecuacio- 
nes a y b de IV-57 .Recordemos que en la aproximaciôn de orden cero,Q2  ^
=Q22‘P3ta calculer ahora repetimos el procedimiento empleado para
□22^,aunque usando en vez de G22*.Llamaremos ahora ;
IV-122 C(Xj^-x|,x ' t-t' )=-0,5(P^2iSi22+Pl22^222''^^112^122)
IV-123 DCx^-xj^fXg.X^, t-t" ) =-0,5 (P2]^ ^^ Sj^ ^^ 2+^ 217^122^^221^212*
Derivamos IV-57a respecto de y IV-57b respecto de t.obteniendo el
sistema;
IV-124 3x^3t°ll"^x^(^(*2)°21^ + 3jj^C(x^-x]^,X2,x^, t-f )
IV-125 3t°2l'^^t^Xj^*^<’'2^°ll’"^t^X2^^^^2’^2l’  ^ 3^ D(Xj^ -xj^ ,X2,x],, t-f )
y sustituyendo IV-124 en el segundo sumando de IV-125 se obticne
IV-126 3^Q2i-2fMx2) 3xj^Q21~®t^X2* ^ ‘^ 2^  °21* ‘’'2  ^^ x^ ^^  +
La ecuacidn integrodiferencial obtenida para la correlacidn cruzada 
02^ es anâloga a la IV-100 obtenida para la transversal Q22.Como para 
el primer ordcn de la iteracidn la funcidn de Green correspondionto
es Gjjîsc puedc escribir simbôlicamente:
IV-127 Ogï* = /G^^^ (2f (X2) 3^^C + 9^ ,0}
12
y sustituyendo C y D por sus expresiones explicitas
IV-128
Siguiendo un procedimiento anâlogo al empleado para estimar los ordenes 
de mâgnitud de en el caso de Ogz*,tenemos:
^111 = ( 2 X V y *)B+ ( 4 X V Y ) f  - (8X V y ’)C = 1 1 , 1 7 ( X V y *)B
®121 ='(2X/y )(-(4X*/y )C + 2yF) = Il. 32 (X/y) B f
®211 = ( 2 X V y * ) B - ( ^ V y *) { ( 4XVY) G- 2YF}  + ( 2 X V Y M i f - ( 2 X V Y * )  { ( 4 X V y )W- 
-2yD = -11,17(XVy*)X^
S^°} =2XB-2{(4XVy )G-2yF) + 2XX-2{ (4XVy)M-2y1-)= -11.32 F .
Para determinar la magnitud relative de los sumandos debemos tener 
tambifn en cuenta las derivadas que actûan sobre los términos
a) = 2( XV y )S = 2%10"*
b) (3t3xi+2f3x >®121 (3Y+X*f)f“ (^X/Y)S = 3.4%10"4
c) (St^xi+Zf^x >®211 (3Y+X*f)f 1(X*/Y:)X = 6.8><10~'*
d) 23^ 3_ = 2x3Xf“^(X/Y)X = 2 . 5 x l o “ ®X 2  ^6 i
El tërmino d) es despreciable frente a los otros,que son comparables 
entre si,y por lo tanto deben ser incluidos.Para su estlmaciôn hay que 
considérer no sdlo fl sino también /C.Loscâlculos precisos para ello se 
encuentran detallados en el apendice 6;en elles se han empleado aproxi- 
maciones que ya se utilizaron en B.Una vez calculado los términos de
interacciôn,se procédé a derivar respecto de t y de x^,y a integrar el 
producto de la funcidn résultante por .Para integrar a t se ha pro-
cedido de forma analîtica,mientras que las intégrales a y^ e yg se han
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hecho numêricamente,utilizando el programa detallado en el apéndice 8 
con algunas instrucciones‘cambiadas.
Las correlaciones estan representadas en las figuras 8.En la fi­
gura Sa,las distintas curvas dan para un fijo.Cada una de ellas
corresponde a una distancia entre los puntos en la direcciôn longi­
tudinal distinta,y nos da la variaciôn de las 0^^ con la distancia en 
la direcciôn transversal x^.En la curva l,para una p^=0,el mSxirao no 
aparece en 6=0,sino que estS algo desplazado.En las otras curvas,carac- 
terizadas por crecientes,este desplazamiento del mSximo es cada vez 
mâs acusado.En la figura 8b aparece la variaciôn de con p^ para 6=0
Cada curva se caracteriza por un Xg/y sus mâximos crecen con ëste, es 
decir conforme nos alejamos de la pared.
ANALISIS DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS.
Las curvas de las figuras 5,6,7 y 8 se obtienen a partir de valores que 
corresponden a la primera iteraciOn en el câlculo de las correlaciones. 
Aquf vamos a suponer que esta primera iteraciôn aproxima bien a la so- 
luciôn exacta.Existe evidencia experimental de que los termines inclui­
dos en el que hemos llamado de interacciôn, que es el llamado por Les­
lie inercial y que en los modelos semiempiricos estâ contenido en par­
te en el tërmino difusivo ,es pequeno.Para analizar si los resultados 
asi obtenidos son vSlidos,debemos compararlos con las medidas disponi­
bles.
Desgraciadamente,como ya explicamos en la secciôn 3,las medidas exis- 
tentes comparables con nuestros cSlculos no son muchas.Recordemos que 
esto en parte era debido a que en la teoria de Kraichnan las correla­
ciones se toman en puntos y/o tiempos distintos,mientras que en la ma- 
yorla de los trabajos expérimentales disponibles se han medido en el
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mismo punto y tiempo.Pese a ello en nuestros resultados aparece al- 
guna curva,que da las cqrrelaciones para p^=0 y A=0.Estas curvas se 
obtuvieron tomando limites en las calculadas en puntos distintos.El 
procedimiento es matemâticamente correcte,aunque no parece muy cor- 
recto desde el punto de vista fIsico,ya que para el câlculo de las 
correlaciones se ha utilizado la funciôn de respuesta infinitesimal. 
Nos limitareraos pues, a comparar el resultado de nuestros câlculos 
con los datos expérimentales disponibles para las correlaciones en 
puntos y tiempos distintos, que aparecen representados en la serie 
de figuras 2 (Sabot) y 3 (Comte-Bellot).
Al examiner estos datos con detalle,para compararlos con los nuestros 
aparecen algunas dificultades.Tanto Sabot como Comte-Bellot llegan 
en sus medidas de las correlaciones sôlo hasta la regiôn en que la 
capa logaritmica limita con el centre del canal,que en la escala a- 
diraensionalizada por D corresponde al punto 0,1.Por ello la compara- 
ciôn con nuestros resultados se verS restrlngida al tipo de depen- 
dencia funcional en x, p^, y A,no pudiendo extenderse a la evoluciôn 
de las correlaciones a través de la regiôn inercial,es decir a la de- 
pendencia en Xg. C o m o  ya declamos cuando se trataba de imponer la con- 
diciôn de contorno en el limite X2=0,el acoplo entre la ley logarit­
mica y la ley deficibaria de velocidades(parabôlica) es tal que sal­
vo en regiones imraediatas al eje central es casi imposible determi­
nar a simple vista en las representaciones grâficas si la ley de ve- 
locidad media es logafitmica o parabdlica.
Ademâs las correlaciones en Comte-Bellot se miden para t=0 y sôlo en 
Sabot aparece su evoluciôn en el tiempo.Esta evoluciôn se roidiô tan 
sôlo para Rj^ j^ ,para cuyo équivalente Q^^se ha obtenido en nuestro câl­
culo menos informaciôn que para las restantes correlaciones.Otro in-
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conveniente con el que nos encontramos para la utilizaciôn de las me­
didas de Sabot, es que no se han tornado en un canal como las de Comte 
Bellot,sino en un tubo cilîndrico.Aunque también en un tubo en la 
proximidad de la pared hay una. capa logaritmica,en la parte central 
el flujo présenta caracterîsticas distintas a las del flujo central 
en el canal (recordemos que la ley deficitaria no es universal) .
Debido a las limitaciones que vamos a encontrar al comparar nuestros 
câlculos con los datos expérimentales,realizaremos ademâs un anâlisis 
de otro tipo ,para el cual tendremos en cuenta la nociôn intuitiva que 
poseeroos de los vôrtices,la dinSmica de éstos y las leyes de escala. 
Ante la imposibilidad en que nos encontrâbamos de imponer a las corre­
laciones unos valores initiales y unos valores en el contorno que li­
mita con la parte central del flujo, optamos por dar a X y y unos va­
lores tornados de los datos expérimentales.El valor de X se obtuvo de 
los datos de Comte-Bellot y el de y de los de Sabot,pese a las limita­
ciones que presentan estos datos y que ya hemos mencionado.Los valores 
de estos parâmetros que se tomaron en la aproximaciôn de orden cero son 
X=0,2 mm~^ y y=250 s ^.Cuando calculamos por primera vez hizo
un programa de câlculo para ordenador,con el fin de conseguir valores 
de X y y que dieran un acuerdo ôptimo entre la representada en la
figura 5b y las medidas de que aparecen en la figura 3a.El progra­
ma calculô para un conjunto de valores que iban desde X=0,05
hasta X =0,5 mm en intervalos de 0,05; y desde y=100 hasta y =500
s ^,en intervalos de 50.Las anchuras de 6=0,p^ ) variaban de
forma casi imperceptible con x ,y algo mâs con y .Entre los distintos 
valores se eligiô para realizar los câlculos définitives ^=0,15 mm 
y y= 150 s ^;con estos valores se repitieron los câlculos para 0^2 ^
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las restantes correlaciones.
Analicemos ahora los resultados que se han representado en la serie 
de figuras 5, caracterizada porque es siempre igual a 0,055 D y t 
es cero.La curva 1 (P^^O) de 5b es semejante a la correlaciôn Rgg 
medida por Comte-Bellot en x=Û y Pj^ =0 y que hemos representado en 
3a.Hemos estimado la anchura de Q22 como 0,0642 D,mientras que la 
de Rg2 es 0,078 D.Si comparamos 5b y 2b (aunque en 5b se represents 
Q22 y en 2b R22)»se observa un desplazamiento de los mâximos similar 
La mlsma observaciôn résulta de comparar 5c con 2c; en ambas ademâs 
los mâximos son mâs pronunciados que en el caso anterior y el decre- 
clmiento es mucho mâs lento que en el caso de 5b y 2b.
En la figura 3c se muestra el comportamiento experimental de los va­
lores medios de las fluctuaclones de velocidad en la direcciôn Xg, 
cuando varia x^.En la figura 5a se muestra el comportamiento que he­
mos calculado para la correlaciôn Q22 entre las fluctuaclones en esa 
direcciôn.En 5a los mâximos crecen con x^/D, râpidamente al principio 
estabilizândose este crecimiento para las dos Gltimas curvas repre­
sentadas. La ültima curva que se muestra en esta figura corresponde al 
primer valor de x^ que aparece representado en 3c.Sabemos que las 
fluctuaclones de velocidad se anulan en la pared,luego la curva de 3c 
debe extrapolarse desde el primer punto representado hacia cero.La 
caida brusca que resultaria corresponderia en la figura 5a al paso 
del mâximo de la curva 4 al de la curva 1.
Para ver el comportamiento de estas correlaciones con el tiempo,com­
paramos 6d para Q22 ( t,X2/D=0 .077, A, p^=0) con 2a para Rj^j^ (x,x2/D=0 .1, 
A, Pjç=0).El desplazamiento de los mâximos se produce en la misma 
direcciôn y en ambos hay una disminuciôn en magnitud al separarse en
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los puntos en la direcciôn transversal a la del flujo.
Observemos tamblên que les mâximos de las correlaciones en la serie 
de figuras 5 y 6 se desplazan tanto en el tiempo como en la direc- 
clôn x^ al crecer la separaciôn en la direcciôn x^ ,lo que résulta 
explicable considerando como puede variar la correlaciôn por el he­
cho de encontrarse en un vôrtice,aunque la distancia entre los pun­
tos sea mayor.Es interesante seguir cômo evolucionan los mâximos cuan­
do varia A/d en la serie de figuras 6.Para la figura 6a, donde se 
muestra la posiciôn mâs prôxima a la pared el comportamiento es dis- 
tlnto del de 6d y 2a.En este caso (X2=0,011 D) no dominan las corre­
laciones para el valor de A/D mâs pequeno representado( A=0,022D).
Las correlaciones dominantes se dan para el valor A/ d =0,066.Esto 
significa que el punto mâs correlacionado en velocidad con un x^ prô- 
ximo a la pared ,se encuentra cerca del limite de la capa logaritmi­
ca con la parte central del canal.En las grâficas siguientes de esta 
serie,las correlaciones dominantes van correspondiendo a distancias 
transversales menores,hasta llegar a la posiciôn mâs prôxima de la 
regiôn central para la que hemos calculado,que es la fig 6d,en donde 
la correlaciôn dominante corresponde a la menor distancia transversal 
Esto nos sugiere la exis^tencia de vôrtices ,cuyo diâmetro es aproxi- 
madamente del orden de la capa logaritmica,que son transportados a 
través de êsta,sin sufrir casi deformaciôn.
Sobre las correlaciones restantes {Q21'®12'®11^ nuestros câlculos pro­
porc ionan menos informaciôn.Al comenzarlos pudimos optar entre 0^2 %
(0)
para calcular en primer lugar.Debido a que es algo mâs com-
plicada que G^^^ ,eligimos Qjj.Esta elecciôn se revelô acertada cuan­
do al discutir los ôrdenes de magnitud de los distintos sumandos en
el térmlno de interacciôn,encontramos que en el câlculo de O^j^se ■ 
debîan retener sôlo aquellos términos que Incluyeran la integral B 
mientras que en el câlculo de dicho tërmino para Q^J^fhabîa que con- 
siderar ademâs aquellos sumandos que incluyen K.Debido a limitacio­
nes de tiempo de câlculo y de capacidad de almacenamiento,una vez co- 
menzado el câlculo por Q^jrla informaciôn para las restantes correla­
ciones ténia que ser menor.
En la figura 7c se ha representado la correlaciôn Q^g'Psra Xg=0,044D 
en escala logaritmica,y con puntos se han representado los valores 
expérimentales de Sabot para la en un punto prôximo (x^=0,lD) 
a la capa logaritmlca.En las figuras 8 se rouestran los resultados 
de nuestros câlculos para Estos valores no pueden ser contras-
tados con resultados expérimentales,por no exlstir éstos en la bi- 
bliografia.Sin embargo en la figura 8a donde aparecen las ^21 
=0,055,T=0,A ,Pjç) tenemos algo interesanteicuando es cero el mâximo 
de las correlaciones no estâ en A=O.Esto es razonable,pues la corre­
laciôn entre dos componentes distintas de las fluctuaclones de ve­
locidad no tiene que ser mâxima en el mismo punto(hay un tiempo mi- 
nimo de respuesta que estâ relacionado con la funciôn de respuesta 
infinitesimall
En la figura 9 se ha representado Q^^(x=0, A/D=0 , x^/D=0,044,p^ )
La curva obtenida es casi idëntica a la que aparece para R^ ^^ r^epre­
sentada en la figura 3b.La anchura de la primera es 0,45 y la de la 
segunda 0.65.Estos valores pueden conslderarse como buenos,teniendo 
en cuenta que el ajuste de los parâmetros X y y se hizo para la an­
chura de la QjjfDO para la .Notemos que la que hemos calcu­
lado tiene un decrecimiento mâs lento que la 0^2 9"^ hemos obtenido 
Esto ocurre también en los resultados expérimentales.
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ESTUDIO DEL ESPECTRO ASQCIADO A LAS CORRELACIONES
Teniendo en cuenta que el flujo que nos interesa es semihomogéneo,se 
puede asociara las correlaciones que hemos calculadounas funciones es- 
pectrales.En esta secciôn vamos a comprobar que para estas funciones se 
verifica la hipdtesis de forma espectral constante propuesta por Leslie. 
Encontramos ademâs una expresiôn para la escala de longitud en la regiôn 
logaritmica que coincide con la longitud de mezcla de Prandtl.La efec- 
tividad de la longitud de mezcla de Prandtl como medida de los vôrtices 
en la zona inercial se ha comprobado experimentalmente.
LA APROXIMACIÔN PARA UN FLUJO HOMOGÉNEO Y ANISÔTROPO
En un flujo con taies caracterîsticas la velocidad media no serâ nula.
El gradients de esta velocidad debe ser constante,ya que lo contrario 
implicarla inhomogeneidad.Por lo tanto puede expresarse esta velocidad 
como
V-1 = «ilU-X;
donde U ' es una constante.
Lôgicamente hay que preguhtarse que situaciôn fîsica corresponde a este 
perfil de velocidad.Si un campo turbulente se déforma,segun V-1,se in- 
ducen en êl vôrtices que crecen,hasta que se ven limitados por el con­
torno del flujo.Cuando el esfuerzo de deformaciôn cesa.se ha comproba­
do experimentalmente que la vue1ta a la homogeneidad tiene lugar antes 
que a la isotropla.Aunque este flujo homogôneo y anisôtropo no exista 
en la realidad,puede suponerse con buena aproximaciôn que taies condi-
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clones se cumplen en el limite de k altos.
Como se trata del flujo siguiente en dificultad matemStica a la turbu- 
lencia homogénea e is6tropa,ha sido muy estudiado.Ello se hizo en prin­
cipio tratando de averiguar algo sobre los mécanismes de producciôn de 
fluctuaclones de velocidad.En este sentido no se consiguiô nada,ya que 
como senald Kraichnan,en un flujo en el que los vôrtices pueden crecer 
indefinidamente no hay una longitud asociable al rango de producciôn. 
Gracias a la homogeneidad se puede pasar del espacio de configuraciôn 
al de nûmeros de onda mediante una transformaciôn de Fourier.La ecua- 
ciôn para el campo de velocidades fluctuantes tendrâ la forma
V-2 + U'(x23^^+6iiU2)+3^^(u^Uj) = -3,^P
Si eliminamos la presiôn en la forma habituai y pasamos al espacio de
nûmeros de onda mediante una transformaciôn de Fourier nos queda
û
V-3 O^+vk^) Uj^  (î(, t) ^u j (p,t) u^(r, t) = U'N^^ ()c) u^ (je, t)
donde j^(k) estâ dado en II-3 y
V-4 (h = «i (6^^-2k^k^A* ) 6-2
Suponiendo que el flujo es estacionario,la ecuaciôn para las correlacio 
nés entre componentes de velocidad es
V-5 0+vk*)Q, (k)T<u, (p,t)u (r,t)u (-k, t • )> = U ’N, . (k)Q, (k,t-f).t lu ijm " j a n ij jn
De nuevo nos encontramos con una ecuaciôn no lineal,que no poderaos
resolver directamente.Se puede,sin embargo,estudiar un caso particular
del anterior:cuando sobre un campo de velocidad homogôneo e isôtropo se
superpone un flujo medio muy débil.Entonces para que se conserve la
energla hay que introducir una fuerza ficticia en el segundo miembro




V-6 (3^ +vk*)u^ <k.t)- (k) ^Uj (p.t)u (r,t) = fg^ (k.t) + U'N^  ^(k) tk,t)
Desarrollando en funciôn del parâmetro
V-7 u^ (k,t) = (k,t) + 6u^^Nk,t) + 6^uPNk,t) + 0(6’)
Sustituyendo en V-6,se obtienen una serie de ecuaciones acopladas 
V-8 (3^ +vk^ )u|*^ '(k,t)-Mj^ ^^ {k)^ u^ ®^ (p,t)u^ ®W,t) = fjj^ (k,t)
V-9 (3 +Vk^)ufMk,t)-2M. . (k) ^u!°^ p,t)u'^ ir,t) = U'N. . (k) u !°Ik, t) t 1 xjm  ^] m 1] ]
V-IO (3^ +Vk^ )u|^ \k,t)- M^ ^^ (k) ^ {2u^°\p,t)u^^\r,t)+uP\p,t) }r ,t) } = U ( k )  '^(k, t)
Multiplicande V-10 por 6* y sumando el resultado a V-8 queda 
V-11 (3^+vk’> {u|°^’k,t)+6’u|^\k,t> }-H^^^(k) J](u^ *^ \p, t)+6^u^^lp, t) }{u^*^\r,t) +
+6*u^ \^î,t) } -6’m , . (k>^ uî’\p,t)u^”(r,t) +0(6’) = U'N. . (k)uî^ ’(k,t)
I* ijm *- 3 Id 1] 3
Hemos prescindido del tërmino ficticio fg^(k,t) que ya no es necesario 
peura la conservaciôn de la energla,puesto que el tërmino que realmente la 
suministra se incluye ya en el anâlisis.A continuaciôn se redefine uj^^ 
para que incluya 6^u^^^,se trunca la serie y se hace 6 = l.La filoso- 
fla de estas aproximaciones,anâlogas a la DIA se ha comentado suficien- 
tementa en la secciôn 2.De todo ello résulta
V-12 (3 +vk*)u|*^ \k,t)-M,. (Î) J{u^ *^ p^,t) ,t)+uf Mp,t)'\r,t) )= U'N. . (k) \k,t).
t i i3m ‘' 3  m  3 m  13 3
V-9 y V-12 constituyen un sistema cerrado de ecuaciones para uj^^ y 
( 1)u^ ,ya que al hacer 6 = 1 no podemos considerarias como partes de un 
desarrollo perturbativo.Estas variables pueden ser reinterpretadas como 
fluctuaciones asociadas a la energia turbulenta y al stress de Reynolds. 
En efecto,a partir de V-9 y de V-11 se pueden determinar un par de 
ecuaciones para las correlaciones o tensores de energla:
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V - 1 3  = < u | ® \ k , t ) u j ® \ - i ? , t ’ ) >
y de V-12 se puede obtener
V-14  0^.+vk*)Q|°’(k,t-f )-M^jij^(k)5]<u^°\p,t)u^°l?,t)u^°|-k,f )> = 0 ( k ) ’(k,t-f )
ya que de acuerdo con V-7,se ha descompuesto; 
v - 1 5  O i j  = q | ° >  + o ! j )  + .............
y por analogla para la funciôn de respuesta infinitesimal,escrlbimos 
tambien;
V -1 6  G . j  = c j O )  +......................................................
Hay que encontrar un sentido a esta descomposiciôn.Si 5 se hubiese 
mantenido pequeno,los términos q | , q | ^ \ ...., podrian interpretarse 
como correcciones a o|j^.Puesto que hicimos 5 = l,esta interpretaciôn 
no es posible.
Observando bien V-12 vemos que mientras los operadores ( k ) y 
M^j^(k) tienen simetrla esférica,U'N^^(k) no la tiene.Si U' se anula- 
se, (habrla entonces que introducir otra vez la fuerza ficticia f ^  
para que se conservase la energla) no existirla interacciôn cruzada 
entre los distintos términos de V-12,y tendrlaroos un flujo isôtropo.
Al ser U' distinta de cqro,se rompe la isotropla,o lo que es lo mismo, 
la simetrfa esférica.A partir de estas consideraciones,se puede inter­
preter la descomposiciôn de no como un desarrollo perturbativo,
sino como una desccxnposiciôn de las correlaciones segûn sus diferen- 
tes dependencies angulares,algo semejante a un desarrollo en arroônicos 
esféricos generalizados.
El problema del transporte de neutrones en un reactor,se puede abordar 
mediante una descomposiciôn de este tipo (41).El procedimiento consiste
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en partir de la ecuaciôn de Boltzmann para el caso mSs sencillo y desa 
rrollar la secciôn eficaz en serie de polinomios de Legendre,funciones 
de la variable angular G.Es necesario entonces realizar alguna aproxi­
maciôn, conservando un nûmero n de polinomios y prescindiendo de los
demâs.La mâs sencilla consiste en cortar la serie en el segundo tërmino,
que corresponde a P^(cos 0 );por lo que esta aproximaciôn se conoce abre 
viadamente como Pj^.Excepto en algunos. casos en que no puede ser empleada, 
Pj^  es el mâs sencillo y ûtil de todos los métodos que abordan el trans­
porte de neutrones.
La similitud entre la descomposiciôn que nos introduce en las correla­
ciones el flujo homogëneo y anisôtropo y la descomposiciôn de la secciôn 
eficaz en el problema del transporte de neutrones,lleva a proponer para 
las correlaciones una aproximaciôn anâloga a P^,que expresamos:
v-17 Qij = 0*;) + oji) .
LA HIPÔTESIS DE FORMA ESPECTRAL CONSTANTE
Si tenemos una ecuaciôn L(u) = 0,en que L es un operador diferencial 
cualquiera,funciôn de dos variables,con condiciones de contorno homo- 
géneas,es posible encontrar una soluciôn aproximada del problema,en la 
forma :
* n
V-18 Q(x,y) = I c,*,(x,y)
1=1
donde las $p(x,y) son un conjunto de funciones que satisfacen las 
condiciones de contorno,elegidas a priori,y los c^ son coeficientes 
numéricos a determinar.Para que G aproxime a la soluciôn exacta u, 
el conjunto de funciones 4^(x,y) deberS ser complete y linealmente 
independiente.Existe entonces un método para derivar un sistema de
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ecuaciones cuya resoluciôn nos darS los coeficientes c^.
Esta forma de encontrar la soluciôn de una ecuaciôn diferencial se co­
noce como método de Galerkln.Para muchos de los resultados que se ob­
tuvieron utlllzandolo, se ellgiô como (|i^ las funciones sen(kirx/l) o 
cos (kiTx/l);por ello es conocldo tambien como aproximaciôn de forma 
espectral constante.En estos casos su apllcaciôn équivale a buscar una 
soluciôn en que la contribuciôn de cada nûmero de onda tenga en cual-
quier punto del espacio un peso fijo.
Esté claro que este método no se puede utilizar para buscar una solu­
ciôn aproximada de la ecuaciôn para las correlaciones,puesto que no 
se verifican las condiciones necesarias.Sin embargo,examinando datos ex­
périmentales para distintos tipos de flujo,Leslie encontrô indicios 
de que en la regiôn "no viscosa" (es decir,cualquier regiôn en que la 
viscosidad no tenga un papel dominante),se podrla conslderar una forma 
constante para el espectro asociado a las correlaciones,aunque la an­
chura y la escala de la representaciôn variarlan de un punto a otro.
Por ello propuso para el espectro en aquellas regiones en que existe





La forma supuesta para el espectro en el rango inercial es una estima- 
ciôn a partir de datos expérimentales existantes,mientras que la del 
rango de producciôn es una intuiciôn.Esta hipôtesis implica un desarro 
llo en serie de funciones universales.A diferencia de lo que ocurre
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cuando es posible aplicar el método de Galerkin.los coeficientes que 
multiplican a estas funciones no serén constantes,sino funciones de 
las coordenadas del punto,y escalarén el espectro representado en el 
dibujo.
Hay que decidir como elegir las funciones en que se desarrollaran las 
correlaciones.Puesto que en el caso matemdticamente mâs sencillo de 
un flujo con velocidad media no nula nos ha aparecido una descomposi- 
cién intrïnseca en distintas dependencias angulares,Leslie propone que 
se desarrolle en estas funciones.
Antes de aplicar la hipôtesis al caso mâs general hay que precisar 
que se entiende por "espectro asociado a las correlaciones" en una 
situaciôn inhomogénea,ya que la posibilidad de hacer una transformaciôn 
de Fourier se asocia a la homogeneidad.En general las correlaciones 
son funciones de (t-t'),(x^^-%^), ,x^ y xj.Nosotros hemos desig- 
nado (xj^-x|) por p^^y a (t-t') por t .Mediante un cambio del sistema 
de referenda es posible pasar a una dependencia en: T , p^, (x^-x j) ,Y,A, 
donde A= (x^-x^) e Y = (Xg+Xgl/Z son las coordenadas del centroide.
La transformaciôn compleja de Fourier se realiza en las dos dimensio­
ns s infinitas y la nueva variable A ; la coordenada Y no se transformarâ. 
Definimos un tensor de energia asociado a las correlaciones para una 
diferencia temporal nula como
V-19 q^^(ic,Y) = (2ir)“^ /d’(x-x* )q^ j^ (x-x',Y)exp(-iit-(x-x') )
Latransformaciôn integral se convierte en un desarrollo en serie de 
Fourier en la direcciôn Xg-Para hacer posible éste,a partir de la fun­
ciôn que nos da la correlaciôn en el canal,se créa otra periodica uti­
lizando el método de las imâgenes,dividiendo el eje x^ en intervalos 
de anchura 2h.
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Como términos con dependencias angulares distintas tendrSn tambien 
formas espectrales asociadas distintas,hay que descomponer las corre­
laciones en sus distintas dependencias angulares,antes de imponer que 
la forma espectral sea constante.Una vez hecho esto cada uno de los 
términos con dlstinta dependencia angular se escibirS como:
V-20 q(j)(x-%',Y) = l(*)(Y)$jj)((x-x')/l(Y))
donde I^“M y ) es un factor de intensidad que depende s61o de Y,$j?) 
es el factor de forma,funciôn de la variable escalada (x-x')/l(Y), 
y la funciôn 1(Y) que utilizamos para escalar se puede interpreter como 
la anchura de los vôrtices en el punto Y.Al pasar de un punto a otro 
el factor de Intensidad,!(Y) deberâ absorber las variaciones de las 
correlaciones,ya que la forma funcional debe conservarse.Por la
misma razôn 1(Y) serâ diferente para distintos tipos de flujo.
Una vez separadas las distintas dependencias angulares se pasa al espa 
cio de nûmeros de onda mediante la expreslôn V-19 obteniendose:
V-21 qjj*(&,Y) = (Y)4>j“'(l(y)^)
donde oj"* es la tranformada de Fourier de •
Mediante una aproximaciôn semejante a la P^ introducida para el flujo 
homogëneo y anisôtropo,se corta el desarrollo en la segunda dependen­
cia angular,con lo que qscribimos
V-22 q^j(iï,Y) = (l(Y)/4llk*) { (Eq (Y) {^ ) f 1 (Y) k)+T (Y)  ^(g)f^^\l(Y)k) }
donde se ha sacadô fuera de las funciones f*^* y f^^^ la dependencia 
vectorial.En realidad,el tensor siraétrico P^j(&) se deberïa escribir 
Pij(l(Y)k) y lo mismo sucede con V^j()t),pero como son funciones homo- 
géneas se puede prescindir del factor l(Y).Si la hipôtesis de forma 
espectral constante es cierta,f^®^ y son funciones universales
para todos aquellos flujos con rangos de producciôn e inercial bien
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establecidos.
La funciôn f^^*(z) debe .estar normalizada y comportarse paia k grandes 
como kgz"^^^,ya que corresponde a la parte simétrica del espectro 
asimilable a una situaciôn de isotropla.Entonces V-22 serâ compatible 
con
V-23 Eq(Y) = .5/d’k q^^(&,Y)
donde E q (Y) es la energia turbulenta en el punto Y,siempre que el fac­
tor V^j(k) no contribuya.La funciôn espectro de energia debe satisfa- 
cer :
V-24 Eq (Y) = J”dkE(k,Y)
por lo que
V-25 E(k,Y) = 2itk*q^ (^it,Y)
y para k grandes,teniendo en cuenta la forma asintôtica de f^*^^,debe
V-26 E(k,Y) = kgEjj(Y) (1(Y))”^^^
por lo que se puede identificar
V-27 Ejj(Y) ( 1 ( Y )  =  (c(Y))2/3
donde e (Y) es la disipaciôn local.De aqui se dériva una expresiôn 
para la escala local de longitud 1(Y) como funciôn de la energia tur­
bulenta y la disipaciôn
V-28 1(f) = (Eg(Y))3/2/E(Y)
Para probar que la forma del espectro asociada a las correlaciones es 
constante,tal como hemos supuesto,hay que calcular este espectro en al 
guna situaciôn conocida.Una vez determinadas en esta situaciôn las 
funciones f^®^ y ,se tratarfa de comprobar su universalidad,para
lo que habria que investigar si en algun otro flujo el espectro asocia 
do a las correlaciones es expresable mediante estas funciones segûn
V-22.Leslie sugiriô que la situaciôn conocida mâs adecuada para reali-
zar este câlculo era la capa logaritmica,pues se trata de una situa­
ciôn universal y con un rango inercial muy extenso.
En la secciôn 3,pag.75 hemos hablado de la longitud de mezcla de Prandtl 
Aunque se trata de un modelo semiempirico muy sencillo se sigue utili­
zando porque résulta vâlido en aquellos flujos en que el transporte por 
convecciôn y difusiôn es pequeno,como es el caso de la regiôn viscosa 
inmediata a la pared y de la zona logaritmica.La longitud de mezcla
que Prandtl propuso en esta ûltima es 
V-29 Kxj) = Xg/B
B es una constante que midiô von Karman y lleva su nombre.El valor es^ 
timado por von Karman para B fué 2.5,aunque otras medidas dan valores 
entre esta cantidad y 2.1 .A veces se llama tambien constante de von 
Karman a ic = 1/B,siendo su valor experimental aproximadamente 0.4 .
El estudio que hemos realizado se refiere al espectro asociado 
a la Q22 ya que si la forma espectral es constante,esto ocurrirâ en 
todas las correlaciones.Partimos de los valores calculados cuando 
p^=0 y T=O.Hacemos una transformaciôn de coordenadas,pasando de una 
dependencia en a una dependencia en 6,Y.Cada una de las curvas
que se muestran en la figura 10a corresponde a un valor de Y,y da la 
variaciôn de 0^^ con â »Las curvas estân normalizadas.Résulta évidente 
en esta figura que la forma de las curvas es la misma,variando ûnica- 
mente su anchura.Esto nos prueba que la forma de las correlaciones 
para una dependencia angular es constante (nôtese que la dependencia 
angular representada es la simétrica,puesto que se hizo p^^O).
Tomando las diferentes anchuras para cada Y,ajustâmes por un méto­
do de minimos cuadrados una funciôn 1(Y) tal que al dividir por ella 
todas las anchuras se reduclan a una sola.El coeficiente de détermina-
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ci6n de este ajuste es muy bueno,r=0.97,y la dependencia obtenida 
V-30 1(Y) == (2.23 y-0'915)-l = .45
Si comparamos con V-29,el valor obtenido para la constante de von Kar­
man B es excelente.La dependencia en Y sin embargo en vez de ser lineal 
lleva un exponents algo menor.
En la figura 10b se représenta la variaciôn de Q22 A para distin­
tos valores de p^.La asimetrïa de las curvas nos indica que se puede 
descomponer Qj2 on una parte simétrica y otra antisimétrica,que se 
han ajustado
V-31 (022)3 = exp(-.299((pyiO)l'G2*+A}"G26))
V - 3 2  ( 0 2 2 ) 3  = ( P x / l O )  e x p ( - / A P x  / l O  - 0 . 3 ( ( p ^ / l O ) - A ) M
En la figura 10c se représenta con + los valores calculados para
el factor de intensidad (Y) y en trazo continue su ajuste por
v-33 Ig(Y) = 2.32(l-exp(-0.76Y^’^ ))
Ademâs para la (022)3 hemos realizado una transformaciôn de Fourier, 
integral en la direcciôn Xj^  y discrets en la direcciôn x^.En este caso 
el intervalo de determinaciôn de k se eligiô como 2Tt/2h.El resultado 
se muestra en la figura lia,y puede ser comparado con la figura 11b 
donde hemos representado los datos expérimentales de Comte-Bellot para 
la funciôn espectral definida como
V-34 üg = fg^'dk2*22(k2)-
aunque la relaciôn no es inmediata,pues u* es un coeficiente de auto- 
correlaciôn.Es interesante notar que en ambas curvas hay un intervalo 
(cuya medida es algo menos de una decada) en que la dependencia en k
es k ^^^,es decir el espectro de Kolmogorov.La localizaciôn de este
14
Intervalo no es la mlsma en los dos casos,pues en Comte-Bellot se trata 
del intervalo (0.3-2) mm  ^y en nuestros câlculos es el (0.6-3) mm~^
Por ûltimo en la figura 11c y en la lld se représenta el espectro aso­
ciado a la parte antisimétrica de 022'
141
CONCLUSlONES
Se ha apllcado una teoria estadlstica de la turbulencia,la aproxima- 
clôn de interacciôn directa,al câlculo de los segund-^s momentos esta- 
dlsticos de la velocidad fluctuante en un flujo turbulenco inhomo- 
géneo y anisôtropo.La aproximaciôn de interacciôn directa ya ha demos- 
trado su validez para la turbulencia en flujos homogéneos e isôtropos 
y en flujos homogéneos y anisôtropos.
El câlculo se ha realizado en la regiôn inercial del flujo turbulente, 
en un canal de lados paralelos infinités.El flujo medio se supone 
conocido y las componentes de las fluctuaciones de velocidad se toman 
en puntos y/o tiempos distintos.Dada la complejidaâ de las ecuaciones 
se han hecho las siguientes aproximaciones:
El flujo se considéra piano,pues existe una s.imetrïa entre -las 
direcciones perpendicuiares a la del flujo medio coc.probada experi­
mentalmente.
Se ha localizado la presiôn.
Se han estimado los ôrdenes de magnitud de los términos que
intervlenen en las ecuaciones de la DIA,a partir de datos expérimen­
tales, y de este estudio se ha concluido que es correcto seguir un 
procedimiento iterative.
Debido a que es imposible determinar las condiciones iniciales 
y las de contorno en el ]Imite entre la capa logaritmica y la regiôn 
central del canal,se han introducido dos parâmetros X y y.Para la 
estimaciôn del orden de magnitud de los distintos términos que apare­
cen en la ecuaciôn para las correlaciones,se da a estos parâmetros
valores tornados de las medidas de Comte-Bellot y Sabot.Al expresar
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el resultado de los câlculos,el valor de estos parâmetros se ha ajus­
tado de forma que la a^churr de la Qjj caleulada es de 0.06 4 y la 
medida por Comte-Bellot de 0.070.No hemos considerado conveniente 
hacer un ajuste mâs fino porque Comte-Bellot no llega en sus medidas 
mas que hasta el limite entre la capa logaritmica y la regiôn central 
del canal,y debido a la utillzaciôn para las medidas de sondas de 
hilos callentes hay que tomar como error minimo de los valores expé­
rimentales un 20%.
De todo ello concluimos:
1.- Que es posible utilizar la DIA con estas aproximaciones 
para el câlculo en la regiôn inercial de un flujo real,ya que se 
obtiens para las correlaciones entre fluctuaclones de velocidad un 
comportamiento que coincide cualltativamente con el que aparece en 
las medidas.
2.-Que se ha obtenido para la anchura de Q^ j^  un valor de 
0.45,mientras que el valor experimental es de 0.65.
3.-Que al estudiar figuras que representan la variaciôn
en el tiempo de las correlaciones,résulta que las distancias domi­
nantes corresponden a escalas intermedlas mientras que al acercarnos 
al limite con la regiôn central las distancias dominantes son las 
rinimas representadas.El primer necho estâ, de acuerdo con lo observado 
en las visualizaciones de flujos y el segundo con las medidas de Sabot.
4.-Se comprueba que el espectro asociado a las correlaciones 
tiene una forma constante
5.-Se obtiene una escala de longitud asociada a los vôrtices 
que coincide con la forma propuesta para la longitud de mezcla de 
Prandtl para esta regiôn.Experimentalmente se ha comprobado que la
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longitud de mezcla de Prandtl caracteriza Is anchura de los vôrtices 
eu esta regiôn.
6.-Para la constante de von Karman que aparece en la longitud 
de mezcla se obtiene un valor B=2.23,mientras que los valores expé­
rimentales van de 2.5 a 2.1.
7.-A partir de las funciones simétrica y antisimétrica, y del 
factor de intensidad asociado a las correlaciones,se ha determinado 
en forma grSfica las funciones espectrales universales f^^* y f^*^.
/4(
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A P E N D I C E S
APENDICE 1,
Se trata de estudiar el comportamiento de la funciôn D(x,y),soluciôn 
de
A-1 7*D(x,y) = g(x-y)
con condiciones de contorno de Neumann: 3 D(x,y) = 0, x,=0,2h.
2 ^
La forma exacta de D(x,y) se express medlante la serle:
A-2 D(x,y) = 2h J(l/mr)exp{-((n-l)V2h) |x^ -y, |}cos{ ((n-l)it/2h)x,}x
n=1
X oos( ( (n-l)w/2h)yg}
Se trata de una expresidn complicada y la serle converge may lentamen- 
te.Su Introducciôn complicarîa enormemente los sistemas IV-29 y IV-30. 
Es évidente que debemos buscar para D(x,y) una aproximacidn sencilla. 
Para saber como se comporta D(x,y) utilizaremos un procedimiento ana- 
Idgico (42).Nos basaremos para ello en que el potenclal electrostâtico 
tambien satisface una ecuacidn de Poisson.Utllizando esta analogla entre 
el potencial electrostâtlco y nuestra funclôn D(x,y),bastarâ medir 
los valores relativos de dicho potencial en el dominio que nos intere- 
sa Imponlendo condiciones de contorno de Neumann.A partir de estos 
valores relativos se puede representar la funcidn o las curvas de nivel 
correspondientes.
El dominio se slmularS mediante una superficie conductors de resisten- 
cla conocida,las condiciones de contorno se impondrân mediante fuentes 
o sumideros de tensidn y para medir las diferencias de potencial pue­
de utilizarse un voltîmetro de alta sensibilidad o un mëtodo de puente 
de reslstenclas.Como el dominio que se qulere simular es infinito en
/y) A-2
la direcciën del flujo,es preciso buscar una forma de imponer la con- 
diciôn de contorno en el Infinito.La ecuaciôn A-1 es invariante bajo 
cualquier transformacidn conforme.Si el dominio se expresa como funcion 
de la variable compleja z=x+ty;la transformaciôn W(u,v)=z~\x,y) es 
conforme y nos permite dividirlo en dos partes;
Basta asegurar la conexiôn eléctrica entre las lïneas AB y la CD para 
que la equiValencia entre el dominio dibujado y el canal sea compléta. 
Fijado el potencial cero en el punto (-oo,») y un potencial elevado ar- 
bitrario en un punto y cualquiera del cuadrado ABCD,es posible levantar 
mediante medida directa las curvas de nivel correspondientes a D(x,y)- 
La condiciôn de Neumann en las fronteras AD,BC,AFD y BFC se impone de- 
jandolas electricamente aisladas del exterior.
Para la realizaciôn prâctica del dominio se eligiô papel conductor 
marca SAFIR,enpleado usualmente en équipés de SONAR,cuya resistencia
liZ^  A
de 4ktî por cuadrado.El potencial que se introdujo en el punto Î fué 
de 25V.Las conexiones se'realizaron utllizando papel de aluminio.
Las curvas de nivel obtenidas aparecan en las figuras 
Del anâlisis de estas curvas de nivel résulta que nuestra funcidn 
D(x,y) tiene un decrecimiento del 25% de su valor en un entorno del 
punto x = y cuyo radio es aproximadamente 0.1 h,y en el resto del canal 
el decrecimiento es relativamente lento.Para las derivadas de D(x,ÿ) 
que son las que aparecen con mayor peso en la expresiôn de los 
el decrecimiento en dicho entorno es raucho mayor,mientras que,correspon- 
dientemente,fuera de dicho entorno estas derivadas son mas planas que 
la propia funclôn D(x,y).De aquï concluimos que la aproximaciôn mas 
sencilla aceptable es sustituir D(x,y) y sus derivadas por funciones 
6 de Dirac.
Si se efectûa esta aproximaciôn en la expresiôn para los P^j^(Vy) de 
IV-10 y IV-11,sustituyendo en IV-29 y 30,y haciendo notar que en el con­
torno la diferencia entre D(x,y) y su derivada en la dlrecciôn x^ es 








El sistema de ecuaclones para las correlaciones (IV-34) en el orden 
cero de la iteracidn es un sistema de ecuaclones en derivadas parcla- 
les,cuasilineal,de primer orden.Para su clasifIcaclôn utilizaremos el 
mêtodo de las caracterîstlcas (43).
El sistema puede ser escrito en la forma
A2-1 L.{u) = + b . = 0 (j=l,...,k).
J J
En esta expresiôn los coeflclentes pueden ser funciones de
pero no de u^,mientras que b^ puede ser funclôn tanto de como 
de u^.El indice v varia de 1 a n.Los coeflclentes a^^'^ pueden ser 
conslderados como elementos de una matrlz )cxk ,que désignâmes por A. 
Para adoptar una notaclôn matrlclal usamos la abrevlatura u = u
x^ V
y escrlblmos el sistema como
A2-2 L(u} = A^u^ + b = 0.
u y b seran ahora matrices filas o equlvalentemente,vectores 1 x n.
Sea una superficie C caracterlzada por una ecuaclôn $(x) = 0 donde 
*(x) es tal que grad *(x) ^ 0.Sobre C se considéra una matrlz caracte- 
rîstlca A = A^*^
y la forma caracteristlca asoclada
“ 11*11
Si Q ^ 0 sobre C,se dice que la superficie C es libre.En caso contrario 
C es una superficie caracteristlca.SI para la ecuaclôn Q = 0  no existe 
nlngûn conjunto de valores ,reales,que la salsfagan,el slste-
!■> A-
ma no tiene superficies caracterîstlcas y se dice que es elîptlco.Sl 
fljados n-1 valores para • (J)^, .. , existe un nûmero mener o Igual
que k de soluclônes reales de la ecuaclôn Q = 0,el sistema es hlper-
bôllco.Sl fljados n-1 valores para .. ,<}i^ _j^ ,exlste un nûmero mayor 
que k de soluclones reales i(i^ de la ecuaclôn Q=0,el sistema es para- 
bôlico.
Debemos escrlblr IV-34 en la forma A2-1 e Identlflcar los coeflclentes 
a^^'^.Para ello notemos x^= t.x^/X^.
A2-3 lu^ - lf(x.)u2 = 0 j x^
lu^ - 2f(x,)u^ - (cte/x,)u^ - f(x,)u5 = 0.5v ^ J X 2  ^ ^
Procedemos a la identlfIcaclôn de coeflclentes:
a” '^  =0,a^^'’= 0, a^i'Z = -f(X])
a':-'. 0, a'^'=-2f(x^), a'^^=0,a"''= 1, a^^'^ = ü. 









0 0 -2f(X]) 0 0 -f(X3)
La matrlz caracteristlca vendrâ dada por
A^ <l>i+A^ ({.2+A^ <t>3=
-*2^(X3)
2*2f(x3) (X3)
y la ecuaclôn para las caracterîstlcas
Q = - 2**f^(x^) = 0
SI fljamos dos de los ()>,p.ej. y ijijfresulta évidente que el valor de 
<^2 depende de x^jy por lo tanto,al exlstlr mas de 3 valores dlstlntos
A-
de ^ 2  sistema es parabôllco.Para reducirlo a una forma normal,hace- 
mos a = f(Xg) = A In Xj + B y estudiamos la forma cuadrStica 
*1 ~ 2a*x^ - ax^Xg





La soluciôn de esta ecuaclôn da como autovalores
1 , <2 ~ “2a*.
Los autovectores correspondientes son
(x^,0,-ax^) Xj^  arbltrarlo 
Xj arbltrarlo<2 (OfXgfO)
Estos vectores forman la matrlz de transformaciôn que nos permite pasar 
a la forma normal en coordenadas (yj^ ,y2»y3) •
" y^1/Zl+a* 0 -a//l+a*
1
0 0 0 L y, J
De aqul obtenemos:
Ç = = (1/Vl+a*) (x^-ax3)
Ç = Yj = -2a*X2 
Y] = 0
IdentlfIcamos “ R(Ç,ç).Sl sustltulmos las derivadas
respecte a x^,X2, y Xj por derivadas respecte a Ç y ç vemos que el 
sistema de ecuaclones se reduce a la slgulente ecuaclôn de segundo 
orden en las nuevas variables:
U l  A-7
3çR(Ç,Ç) - 8a'a*R(Ç,Ç) = 0 para a = cte.
a = cte. signifies que esta transformaciôn a coordenadas normales 
es solo vâlida para un entorno pequeno del cada punto del dominio, 
pudiendo variar la forma de la ecuaclôn y de las coordenadas al pasar 
a otros puntos.
En un entorno de cada punto del dominio la soluciôn general es:
R(Ç,Ç) = Rj^CÇ+Sa'ç) + R^CÇ-ea^C).
No es posible aflrmar que las funciones Rj^  y R^ scan las mismas para 
puntos dlstlntos perteneclentes al dominio.
M o  A-8
APENDICE 3
CÔlculo de
= /_^sG(t-s)Q(t-s)Q(-s) = ;_®^ sG(t-s)e~''^ *^^ "®’e^® + 
Calculamos en primer lugar
Ij^ = e''^  ^/°dsG(t-s)e"^3f(t-s)
Hacemos el camblo de variable u = t-s y escrlbimos 
B = GlXj/yj) + V4F(X2,y2)
-2yu
'1-
Hacemos ahora sucesivamente los camblos:!) v*u+B,ii) v=n*/iil) 
2jrn*= Ç* y obtenemos:
= 2e^^®/7ÿ f°à  --- = 2e^^®/27(e ® /B +/F erfc(P))
 ^ S Ç*
Deshaciendo ahora los camblos anterlores de variables llegamos al 
slgulente resultado;
( t + G ( x 2 , y 2 )  +  i X ] _ - y ^  I  * / 4 F ( x 2 , y 2 >  )
I (t,Y,B)=      rr- +
/ ^ .i.A / V  «V 1 .A. t V  I 2 / X  r  f V  *r % % ' 2
+ /Byirexp(yt+2Y (G (x^ , + 1-y^ | */4F(x^ , )  )erfc ( (ZYlt+GCx^ .yjI + lx^-yJ VdFIXj.Vj)) 
De forma anâloga procedemos para la segunda Integral I2 
I2 = e /^ds G(t-s)
Haciendo t-s = u obtenemos
I : l A-9
= e (u+B)^ =
f 2e /(GlXg.Yg) +|x^ -y^  ^ - 2e ^Vlt+Gtx^.y^) + |x^ -y^  | */4F(x^ ,y^ ) )
Uniendo ahora los dos resultados tenemos:
= 2e *^^ /(G (x^.y^) + |x^-y J  ^ /AFCXj.y^) ) +
+»^8YTf exp(Y(t+2(G(x2,y2> + |x^ -y^  | */4F(x^ .y^ ))))erfc/ZY ( t + G ( x ^ , y 2 )  + | x ^ - y J * / 4 F ( x ^ , y ^  ) 1
Câlculo de
It “ /°ds g-Yt+ZYSy^ (t-s)+B) + /gds e"3^V( (t-s)+B)
Reallzando exactamente los mlsmos camblos de variable que en el caso 
anterior obtenemos el slgulente resultado;
I^= 2e ^ V t  + GtXg.y^l + jx^-y^jydFtXg.y) - 2e ^^/G(x^,y2) + |x^ -y^ | V^ Ffx^ .y^ ) +
+ exp(Y(t+2(6(x2»y2) + |x,-yJ VdFlXj.y^) ) ) /x/2Yerfc(/2Y (t+G(x^,y +1 x^-y^j */4 F(x^ y^ )) )
Cdlculo de
I* = /°ds e^I®/(-s + G(x2,Y2) + Ixj^ -yj^ | */4F(x2,y2> )
Reallzando camblos de variables anSlogos a los anterlores e Integrando 
por partes,obtenemos;
I* = 2/(G(x^ ,y2) + |x;-yJ*/4F(x^,y^)) /* +
i/j g2Y(G(x^,y2) + |x | - y ^  |* /4F (x^ ,y^)
(G(x^ ,y2) + |x^ -y^  | */4F )%
X
X erfc(/2Y(G(x^ ,y2) + |x^ -y^  j ^ /4F (x^ .y^ ) ) )
A-10
Câlculo de
I* = /°ds + G(x^,y2) + |x[-yj^ | */4F(x^,y2> ) =






Utlllzamos la slgulente notaclôn :
p= x^-y^ ; A = GlXg.yg): ® “ 2F (x^^ygl ; D = 2y(t+A).
d ” , = 2e~3ft+^’‘l/dpe"^^Pp7<A+pV2B) 2B p erfc (/d +4yp'Vb )
*1 *1 *1
X YpL
d ” ) •= 2e"I'^-^’‘l/dpp/(A+p*/2B)‘/* Jt-Ax^ + 2rG J<jJpg2B erfc(/D+4YpVB)
d ” ) --2e"^’^ '^*l/dp p e~2^P/(A+p*/2B) '''*-Æ7ie'^ '^ “^’'l^^^/dp p M  erfc ( Æ ’+ÏVp V b')
^ 0 0
Para el primer sumando de estas Intégrales hacemos /2BA = p,
2Ap = a , p*'*Xj^=6, X = p/p, queda:
j^dppe ^^*V(A+p */2B) ^ * «= 2b A / ^ x X e ( 1+ x  * ) *''^*
/^®dp p /(A + p*/2B) = 2B/A/^dx x/(1+x*)
-J^^p p (A + p*/2B) = -2 b /a  J^x x e~“ * / ( 1+ x  * )
Para el segundo sumando de  ^  ^ hacemos 5= /2B/y x^ y (i=21/2B/y
/dp p (yb+4Yp*/B) = 2B/y/°°dx x e erfc (/d+8x^)
x^  6
fïl„-YPV2B  Xj^p p e erfc (/D+4yp*/B) - 2B/Y J^dx x e’' erfc (i/b+8x*)
- Ç ’d p p e  ^^P^7P /2B =-2B/Y/^dxxc '^ x+x erfc(/D+8x*)
Kf/, A-12
A continuaciôn introduoimos algunos simbolos auxiliares mas:
yJ = j^àx X e ^*/(l+x*)^* , /JâxX erfc(/D+8x*)
Yg = /p%x X e"“V ( l + x * ) , y|= Jj^ dx X 'erfc (/D+8x')
Yj = j^dx x/(l+x*)^* , Y^=/^dxxe* erfc(/D+8x*)
Procedemos en primer lugar al cSlculo de Y^ -Si reallzamos el cambio de 
variables u = x//10 queda:
Y^= Ao/^duu e“’^ “/(0.1+u*) *'^* = /lO I-(B//10,a/10)
0
La Integral I^( / 10, 10) se ha calculado mediante una aproximaciôn
numérica como;
Il(X,$) = (l-e"^ *)/:!» - (1//10 +*)
con lo que tenemos para Y^
ïj “ (l-e"®^)/a - (1/i+a) (l-e'^****)
Para calcular yJ basta hacer tender g-w en la expresiôn anterior.De 
todo ello résulta:
f”dp p e"^^P/(A+p*/2B) = 2B/A(e"^°'^‘'“^^/(ai+a) - e"“®/a)
^1
De forma Inmedlata se obtiene:
/g dpp/(A+p*/2B) * = 2B/S(/l+(Xj/aBA)*)
En forma anSloga abordamos el cSlculo de Yg.Aproxlmamos el Integrando 
numërlcamente
-<x42.3)*- -1.4Dxe* erfc(/b+8x*) = 22.57 x e ^ " ^ e  
Yg = 22.57 e"^*^®/g'^dxxe"^^'^^-^**
//■ A - 13
_3
La ûltima Integral es del orden de magnitud de 10 por lo que pode-
mos prescindir de yJ en él cSlculo de .
1
Mediante la misma aproximaciôn numôrica vamos a calcular Y^
yJ = 22.57 e-l-4D /“dx x e"'*'^  ^-(x+2.3)*
Desarrolando el exponente del integrando y reallzando por partes la 
Integral de la expresiôn anterior escrlblmos:
/g“dxxe-*'“ (^-®+'^>^ = -0.5 e-*'- x|- _ g ^  ^-x*- (4^+*) x
y de aqul
yj =11.28(4.6 + 41)0.9 erfc((4.6 + ((>)/2) = 0
Por (51tlmo,para Yg tenemos;
yl = 22.57e-L4 /gdx x e" ++)* + =
= (22.57/2) e“^'^(l- e-(^-(4-6+4»)6)^ o 
Combinado los resultados anterlores nos queda;
=2e"Yt-AXi 2B/Â(---— --------) + 2e“''^ *^ "^ ’'l/2B/2BA+x*
*1 2X+1/10/5BÂ
CSlculo de x^
Descomponemos en très partes 
^1
I^l), . 2.-3rt+^ "l/“ dpe-:^P/(A+pV2B)^
Xj^  1 *1 *1
1°^) 2  = 2«:3^ '"^ "l/g^ dp/(A+p*/2B) ''^-ÆÿFe^''*^^l/g^dpe^'''/^^erfc (Æ+4ypVb)
1°^) 3 = 2e-^ ':-^ ''l/2dPe^ P^/(A4P%B)
In4 A-i
SI como en el caso anterior Introduclmos los slguientes slmbolos: 
y° = /Jdx e""*/(l+x:)%: , Y°= /"dx e“**'^**erfc {/D+8x^)
Yg = /jj^ x e ®V(l+x*) ^  , Yj= /gdx erfc(/D+8x®)
Yj = j^x /(1+x*) ■'* , Yg= /gdx e* erfc(A)+8x*)
podemos mediante elles escrlblr las Intégrales que deflnen cada une de 
01los térininos de .Si las indicamos como e 2'correspondiendo a
la expresifin para iP^). y anSlogamente para y para -,tenemos;
1 1 1
111 " 2B(Yl - ^ 2^* ' ^12 ° •'WŸ (ïj-ïg)
I;i = 2B Y° , Ij2 = /2b 7 t Yg
I31 = 2B y; , I32 = / W V  yJ.
Para realizar estas dltimas intégrales procedemos como anteriormente
mediante ajustes numëricos:
Y° =(E3(l+a)6)-Ei(aB)) + ln{(l+a)/a)
Para Y® hacemos tender en la expresidn anterior 8+«>:
Y® = ln((l+n)/a)
Y® se obtiene per cuadratura directa;
Y3 = (l/2)ln(2/l+xj + 2x3)
De la misma manera que se ha obtenido en ël anSlisis de I^^,las expre-
1
siones Y®,Y®, e Y® son despreciables respecte a los otros têrminos.
= 46^^'^^^l/2B(Ei((X3/10/2BA)+2Xx3)-Ei(2XX3))+4e"^ *^ “^’'l/2B ln(l+l/20X 2B
+ Inl2x^//2ÏÏK + 2/{l+Xj^//ÏMT)
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APENDICE 5
De la misma manera que en el caso de las intégrales a el câlcu-
lo de B hay que recurrir a aproximaciones numëricas.Para ello hay que 
encontrar previamente una de esta aproximaciones para las funciones 
F (^ 2 »y2> y G (Xj/Yj)- Estas funciones son demasiado complicadas para ser 
introducidas directamente en la integral a y^.Si utilizamos los valo- 
res para Y y X obtenidos previamente podemos tomar aproximadamente
F(X2,Y2) = 1.09*10^(Xg-Yg)
G(X2,Y2) =8.87x10”^(X2-y2>
Podemos escribir entonces para B
'a 2 2 2- 1+2.5|x2-V2| 1X2-72!
Llamaremos Ig a la integral que aparece como factor en la expresidn 
anterior.Distinguiremos tres intervalos en esta integral: 
Igg,a=0,b=x^,G=l; lgj^,a=x^,b=X2,e=0; Ig^,a=X2,b=l,e=-l.
Calculamos en primer lugar Igg-
T = / % y  «6.52Y2 + /!^2:y2/A:HM . _ o
^ ’ 0 2  Xg-Y; 1+2.5 (*2-721 (%2-72>"
Designaremos con el subindice i las intégrales correspondrentes a los 
distintos sumandos que se obtienen a partir de Ig^ mediante el cambio 
de variable (^2-72) = u, y las aproximaciones
e-1/" = 1-e-®'"^"
/a*+u* = ae + u
I q a  A-i
Se obtiene
I g a ,  ( 6 . 5 2  ( x ^ - * ^ )  ) - E ,  ( 6 .  S Z x ^ )  }
^Ba4~ *2{exp(-652(x2-x^) - exp(-6J52x^)}
I g ^3  =  0 . i e  x ^ e ® ‘ ® ^ * 2  { E ^  ( ( 6 S 2 + ( 6 . 5 2 / x ^ ) ) ( X j - x p )  - E ^  ( ( 6 5 2 + ( 6 5 2 / x ^  ) )  x ^ )  )  +
+ (e^ '^ ^^ 2/ 6. 52) {exp(-6.52 (x^-x^-exp(-6.52x2) } 
y para calcular ®® necesario un nuevo cambio de variable
u = 0.16 X3V
= 1 0 - 8 ® ^ '  ” ’'2{E^  (2.6+6. 52 (x^-xp )-E, (2.6+6.52x^ )}-
-5.38e®'” *2 e’’” ''’*l{E^ ((2.6+1.17/x^) + (6.52+2.94/x,) (Xj-x*)) - 
E3 (2.6+1,17/x^)+(6.52+2.94/x,)Xj)}
^Ba “ ^Bal ^Ba2 ^Ba3 * ^Ba4
Ei segundo intervalo de integraciôn corresponde a
l B b “  ; ' f d y / . 8 / k  - y  ) -  ^  " " ' l  - 1 }
’'2  ^ 2 2 1+2.5(Xg-y2) (Xz-Yg)
y utilizando el mismo cambio de variables y aproximaciones que en 
.elcaso anterior obtenemos:
Igy- 0 .8 (ln(x^-x^- In 0 )+ . 16X3 (E^  (0 )-E^  ( (x^-x^/. 16x^)-(5/xy(in( 1+2 .5 (Xj-x^) ) + 
^^.47/.4x^^_^^^j (E^ (.47/.4x^) - E^ ((.47/.4x^) + (.4 7 (x^-x^)/. 16x^) ) » }
Las slngularidades logaritmlcas desaparecen considerando la teorla de 
partes finitas,quedando unicamente una combinacidn de funciones E^ y 
logaritmos.
Si se procédé de igual forma se obtiene Ig^;
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- e"^-^2x2{o.8(E^(0) - E^  (6.52 (l-x^ ) ) + . 16x, (E^  (0)-F^  ( (6.52+6. 25/x, ) (l-x^ ) ) ) + 
+ 10.8(E^  (2.6)-E^  (2.6+6.5(l-Xg)))-
- 5.38e’ (2.6+1.17/x^)-E,((2.6+1.17/x^) + (6. 52+2.94/x^)(l-x^)))
y sumando los resultados obtenidos para los tres Intervalos de integra- 
ci6n queda:
B K 2,28xi0"2e’''^*^"^*1 X
X [ (o.8(E^(6.52(Xg-x^))-E^ (6.52x^ )) +
+0.16x^(E^((6.52+6.52/x^)(x^-xJ))-E^((6.52+6.52/x^)x^))+ 
+10.8(E,<2.6+6.52(x2-x’))-E^(2.6+6.52x^)) - 
-5.38e”’ (E^  ((2.6+1.17/x^ ) + (6.5+254/x ^)(X2-x ^))-
-E^  ( (25 +1.17/x^  + (6.5+2.94/x^x^) ) ) +
+ e"6-52X2{o ,6_52(i_x^))_ 0.16x^E^((6.52+6.25/x^)(l-x^)) +
+10.8(E,(2.6)-E^ (2.6+6.5(l-X2))-
-558 (E^  (2.6+1.17/x^ )-E, ((2.6+1 .17/x,)+ (6.52+2.94/x^) (l-x^ ) ) } +
+ 0.8 In(Xg-x^)-
- 0.16x^(E^((Xj-x^)/.16x ^) +(5/x^)In(1-2.5(Xj-K^))) +
+ 0.4e’-’2/’'i (E^ (1.17/x^ )-E^ ((1.17/x,) + (2.9/x^ ) (x^ -x^ )) ]
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Ap en di c e 6
Como en el cSlculo de las Intégrales que deflnen B hemos de hacer 
para K tamblen algunos camblos de variable y aproximaciones numëricas. 
Utillzaremos las expreslones anteriormente calculadas para F (Xgfyg) y 
G ' 2^^  asl como los valores obtenidos para 1 y Y y las expreslones 
para las Intégrales I®^.
Podemos escrlblr para :
* = /o<^y2(V/F(x^7y^>i®'e^®'®2y2 = '
« /^ dy,2e"''^ e'^ ®’®2y2( E,(2Xx,)û+E ((2U----   )x )A +e"^’'lln(— -  +1)}
0^ 2 1 1 1  2(%^ -y^ ) 1 4l(«2-y2>
donde e = 1 , 0<y2<%2
= 0 , %3<y2<x2
=-l , Xg<y2< I
A = 2sh(Xx3>
SI,como hemos hecho en el apëndlce 5,deslgnamos por los
dlferentes Integrandos y.reglones de lntegracl6n,por ejemplo:
1^ ,2= ‘ ((2X+(1/(2(Xj-yj))X, ) A
y utilizamos las aproximaciones utlllzadas en apéndlces anterlores, 
obtenemos:
^K a l “  ( 1 / 6 . 5 2 ) - 1 ) E^ ( 2 Xx , ) A 
K^bl = (V*2 ’^ i'21Xi>A
^K c l “  (1 /6 .5 2 )  ( e " ^ - ^ ^ * 2  - e ' ® ' )  E^ ( 2 X x , ) A
• ./ A-l,
1.5Çe™*2(Aç7m (erf/m(0.Ol+x^) - erf/m(0.01+(x^-x^) )}
1^3 - (1/X)e *^1 erf/o.4 (x^ -x^ )
= 0.75Çe"'“ 2/il/(0.1+mÇ) erf/(0.1+mÇ) (0.01+4X (J. -x^ )
e-"“2)(1/V)(e-""'‘*2-*P-e'’"''*2)}{(1/m)(1.2e-'*-'S+0.5e-''^ (^Y^ +lnx,)} 
+ e”^1.2e'^ *^ *^l [;£E,tm(Ç+X2-x^ )-E^ (m(Ç+X2)}-^ '^ '^'’'l{E,(Vm(Ç+(x2-x^ )))-E,{Vm(Ç+X2)) } ] 
+.35e (^ 1*8) *i{ej-fi/o .OlS+mx^  " erf/ÔTÔTë+infx^ -lcp'
'Kb2 = «b
Rg - 1.2e”’^ ^*l{(X2-x )^-Çln(4X(X2-x^ ) + l)-Ux,(e"‘^ **2~*2’''’^ -1)-
- e'^^*1(E^ (.7 ( 5+ (Xg-xp/x, ) -E^ ( .7E/x^  ) } - 
-.5[ (Y^ +ln x^ + In 2X)( (x^-x^-.S x -1)) +
+ .7 E{/T0ierf/.4X(X2-x^) - / tix^/Q >lXx,+ ).9)(erf/( .1 + 1SÇ/x,)( D1 +4X(X2-x^) -
-erf/.bl(\r+19Ç/x^ I ) ) ]
"kc2“«'"“2
Rg ' {(1-e"‘"‘^ "’‘2’) + (1/V) (1-e'"’''**''*2’)}{(l/m) +5e~''^ *1 (Y^ +lnx^ )} +
+6"’^15e'^ l^{E,(inÇ)-E,(in(E-ti-X2))-e-^ ^^ (E^ (VÇm)-E^ (Vm(E+()l-X2)))} +
+ 55 e *1 erf/0.016+m( l-x^)
Para poder reducir las fdrroulas anterlores a un tamano manejable 
hemos Introducido la sigulente notaciôn:
Ç = (1/4X) , m=6.52, V = (X3+.2)7X3, Yg= constante de Euler= .577 
Reunlendo todos estos resultados y ellminando los têrminos cuya contrx- 
buciôn (estimada mediante cSlculo numërico)es despreeiable,podemos
.70/ A-20
escribir para K  
K  = 2 e "^ '^ |n (e ” “ 2 -  l ) / m  + +
+e ^ *1  {  ( .  19 /X ) e” ' * 2e ‘ ® ( 1 - e r f /7 T ( x ^ - x p 7 X )  + (1 /X )  e r f / T iX T x ^ - l t p '  + 
+ A { ( V m ) e - " ^ ^ ’ ' l  ( U ln ( e Y e x , ) ( e - " ‘ * 2 - ’'2 > - ( l /V ) e - '^ " ’ ‘ * 2 - ’'2 > )e "« 2  +
+ (E^(m(Ç+(x2-x’» -e‘-^ '^ *^lE^ (mV(E+(x2-x^ ))e"“2 +
+ .3e *1 ( 1-erf/m(X2-x^) ) e ™ 2  +
+ 1.2 (x^ -x^ )- ln(4X(x2-xp + 1) + 1.33x^  (1 -e"'^ ^*2"*P *^1 ) -
- 1 .2 e ~ ^ ® ^ * 1 ( Ç e - ^ ' '^ ^ l ( E ^ ( ( .7 / x , )  (Ç + C X j-x 'H )  -  E ^ ( . 2 /X x , ) )  -  
-.35e^^1(ln(2Xe^®x^)((x^-xp + . 5 x ^ ( 1 - e " ^ ^ '^ '^ *  1*^*2"*?))) - 
- .3 5 e " ^ ^ * K .2 /X ) (5 e r f / .4 X (X 2 - x ^ ) -  /x ,X /Ç (v» X x^+ 1 3 ) ( e r f / { ( . 4 X x ,  + 1 9 ) / x , )  ( x ^ - x ’ ) -
- e r f /Ç M X x ^  + 1 .9 ) /  WOXj) }  |
Para la utllizaclôn de K en los correspondlentes câlculos se ha 
determlnado numêricamente su comporteunlento en funciôn de x^jCxj-Xj) 
y Xg, obteniendose como aproximaclôn;
K = 2eT^  ^( ( (x^-xp + 1 . 0 7 ) g-G.ISfXg-x^ ) -^.150x^ j
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